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МАТЕМАТИНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ПРОЦЕСІВ 
ФУНКЦІОНУВАННЯ СПЕЦІАЛІЗОВАНИХ АПАРАТІВ 
КОНВЕКТИВНОГО ТИПУ 
 
В статье рассматривается задача построения детерминированной математической модели 
процессов функционирования специализированного аппарата конвективного типа для 
получения ферритового порошка, используемого в электронной технике. В основу модели 
положены уравнения в частных производных, компьютерная реализация осуществлена с 
помощью конечно-разностной аппроксимации.   
Ключевые слова: математическая модель, процесс, функция, уравнение, алгоритм. 
 
In the article the task of construction of determine mathematical model of functioning processes of 
special convective type apparatus for obtaining of ferromaterial, used in electronic technology is 
considered. The model based on particular derivatives equations, computer realization made by 
ending-difference approximation.  
Key words: the mathematical model, process, function, equation, algorithm.  
 
Розглядається задача побудови детермінованої математичної моделі процесу функціонування 
спеціалізованого апарату конвективного типу для отримання феритового порошку, що 
використовується в електронній техніці. В основу моделі покладено рівняння в парти-
кулярних похідних, комп'ютерна реалізація проведена за допомогою кінцево-різницевої 
апроксимації. 
Ключові слова: математична модель, процес, функція, рівняння, алгоритм. 
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Конструкцией ряда электронных приборов предусмотрено применение узлов, 
основанных на изделиях из марганец-цинковых ферритовых порошков. Применяемый 
для их получения реактор-осадитель не позволяет получать осадки с хорошо вос-
производимыми свойствами без его реконструкции, т.к. в реакторе не достигается 
необходимая степень однородности компонентов в осадке, происходит залегание 
твердой фазы на днище, наблюдается налипание осадков на стенках. Реконструкция 
аппарата требует соответствующего обоснования, что вызывает необходимость 
теоретических и экспериментальных исследований. 

Одним из эффективных методов решения рассматриваемых задач является 
метод математического моделирования, позволяющий получить с помощью ком-
пьютера достаточно широкий набор данных о реконструируемом объекте без про-
ведения долговременных и дорогостоящих натурных исследований [1], [2]. 

Рассмотрим моделирование машин данного типа на примере аппарата для 
получения ферритового порошка. 

В соответствии с технологическими требованиями можно выделить 3 уровня 
задач математического моделирования процесса. 

1. Исследование гидродинамики процесса с целью выявления условий и пара-
метров, обеспечивающих стабильный непрерывный гидродинамический режим, близкий 
к режиму идеального перемешивания. 

2. Исследование физики процесса (конвективная диффузия, теплообмен, массо-
перенос) с целью выявления условий параметров, обеспечивающих образование 
суспензии с постоянными физическими свойствами (гранулометрический состав, 
удельная поверхность твердой фазы и т.п.). 

3. Исследование химической кинетики процесса (химическая кристаллизация) 
с целью выявления условий и параметров образования осадка (твердой фазы суспензии) 
с комплексом постоянных физико-химических свойств (фазовый химический состав и т.п.). 

В данной статье рассматривается решение задачи моделирования 1-го и 
частично 2-го уровней. 

Условная гидродинамическая схема реактора приведена на рис. 1а. 

 
Рисунок 1 – Схема построения математической модели реактора: 

а) 1 – корпус, 2 – входные трубопроводы,  
3 – верхний перелив (выходной трубопровод), 4 – мешалка 

б) к выбору координат и построению различных типов моделей 
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Будем строить математическую модель процесса перемешивания многокомпонент-
ной смеси в химическом реакторе с учетом вынужденной конвекции массы. Конвекция 
происходит за счет перемешивания смеси лопастью, угловая скорость вращения 
которой ω. 

Рассматривается следующая задача. B области G (химический реактор, рис. 1б) 
требуется определить концентрацию твердой фазы, учитывая при этом вихревые 
течения раствора, продольную и поперечную диффузию, форму реактора и угловую 
скорость вращения лопасти, причем процесс перемешивания происходит в реакторе 
за заданное время Т. 

B полной математической постановке данная задача есть задача с четырьмя 
неизвестными: концентрациями твердой и жидкой фазы, функцией тока и поверхно-
стью кристаллизации. Такие задачи относятся к классу краевых задач со свободной 
границей и являются нелинейными. Численное решение таких задач содержит большие 
математические трудности, так как заранее неизвестно положение поверхности, 
отделяющей твердую фазу от жидкой. Эту поверхность необходимо определять в 
процессе решения задачи. 

Укажем, что аналогичные трудности возникают при численном решении краевых 
задач, возникающих в гидродинамике (это задачи о кавитационном течении жидкости, 
задачи о потенциальном течении жидкости в вогнутом сопле [1], [2], в теплофизике 
при рассмотрении задач кристаллизации – задачи типа Стефана [3]). 

Большое количество работ по численному решению краевых задач со свободной 
границей, связанных с перемешиванием многокомпонентной среды, выполнено 
В. В. Кафаровым [4]. При этом понимается, что известно поле скоростей раствора в 
химическом реакторе. В данной же работе предложена математическая модель 
химического реактора, позволяющая рассчитывать это поле в процессе решения 
краевой задачи. B этом состоит существенное отличие предлагаемой модели от рас-
смотренных ранее. 

Строится приближенная модель процесса перемешивания в химическом реакторе. 
Основным упрощением является то, что мы предполагаем концентрацию жидкой фазы 
постоянной, хотя и неизвестной величиной. Это упрощение вызвано тем, что нас в 
дальнейшем интересует только твердая фаза. 

Перейдем теперь к описанию основных типов моделей. 
Простейшей моделью является модель идеального перемешивания. При этом 

концентрация твердой фазы является функцией только времени, т.е. C = C(t). Модель 
построена таким образом, чтобы она учитывала концентрации компонент 1C , 2C , 

3C , 4C , 5C  (это соответственно концентрации сернокислых солей железа, марганца, 
цинка, никеля и раствор углеаммонийной соли, т.е. растворы 4FeSO , 4МпSО , 40ZnS , 

4NiSO  и  4 3 ,NH H О  поступающих в химический раствор. Первые четыре компонента 
поступают с расходом 1Q  л/мин, а последняя компонента с расходом 2Q  л/мин. 
Учитывается также расход Q = 1Q + 2Q , раствора, выходящего из химического реактора 
объема V за время T. При сделанных предположениях наша задача сводится к решению 
линейного обыкновенного дифференциального уравнения с постоянными коэф-
фициентами. Решение этой задачи выписывается в явном виде. 

Второй моделью является одномерная модель перемешивания многокомпонент-
ной среды в химическом реакторе с учетом вихревого течения раствора. При этом поле 
скоростей раствора рассчитывается в плоском случае. Введя функцию тока ),( yx , мы 
определяем ее из решения краевой задачи для управления Пуассона. Граничным 
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условием является обращение в нуль на границе функции тока. Концентрация твер-
дой фазы C(x,t) определяется из решения краевой задачи для уравнения диффузии с 
учетом конвекции, вызванной вращением лопасти. Граничные условия – это условия 
непроницаемости на стенках реактора. Данная модель построена на основе модели 
идеального перемешивания и является естественным продолжением простейшей 
модели, так как она учитывает все параметре модели идеального перемешивания. 

Рассмотрены также осесимметрическая и плоская модели перемешивания в 
химическом реакторе. Отличие от указанных выше моделей состоит в том, что 
концентрации являются соответственно функциями пространственных координат 
C(r, t) и C(x,y,t). 

Варианты моделей. Краевые задачи 
Обозначим через C(t) концентрацию твердой фазы в случае модели идеального 

перемешивания. Тогда C(t) является решением следующей задачи Коши: 

CQCQCCCCQ
dt
dC

T
V

 5243211 )( ,                      (1) 

,)0( 0CC   21 QQQ  ,                                      (2) 
где 1C , 2C , 3C , 4C , 5C  – концентрации компонент, поступающих в виде раствора, 

причем первые четыре поступают с расходом 1Q  л/мин, а последняя компонента с 
расходом 2Q  л/мин; V – объем реактора, T – время перемешивания, C0 – начальная 
концентрация. Задача (1), (2) описывает модель идеального перемешивания. Решение 
этой задачи имеет вид: 
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Каждая частица, находящаяся в реакторе, обладает вектором скорости 

jViVV yx


  (в плоском случае), где Vx и Vy соответственно абсцисса и ордина-

та вектора V


. В нашем случае вектор V


 удовлетворяет уравнениям:  

),,( yxVrot 
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граничным условием является обращение в нуль нормальной составляющей     

nV

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 на границе G, т.е.: 
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  Gyx ),( .                                                     (6) 
Краевая задача (4) – (6) определяет поле скоростей частиц в химическом реакторе. 
Укажем также, что в дальнейшем в качестве функции удобно взять такую 

функцию: 

,
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где ω – угловая скорость вращения лопасти (мешалки), ν – коэффициент 

вязкости раствора, h – характерный поперечный размер реактора, l – продольный 
размер реактора. 
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Введя функцию тока ),( yx , запишем задачу (4) – (6) в другом виде: 
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При этом вектор скорости V


 и функция тока ),( yx  связаны следующими 
равенствами: 
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B случае одномерной модели перемешивания концентрация C(t,x) твердой 

фазы (осадка) является решением следующей краевой задачи: 

0,10

)(11 5243211
2

2

2


















tx
V

QCCQCCCCQ
x
C

l
D

x
C

l
V

t
C

T
L

x

   ,       (11) 

0)1,()0,(  tCtC xx ,                       (12) 

0),0( CxC  .                                                             (13) 
Здесь LD  – продольный коэффициент диффузии; абсцисса вектора V


, т.е. Vx, 

определяется из первого условия (10). Краевая задача (11) – (13) является одномерной 
моделью химического реактора. 

B случае двух геометрических переменных х и у концентрация твердой фазы 
C(t,x,y) является решением уравнения: 
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    (14) 
при следующем граничном и начальном условии: 

Cx (t,x,y) = 0, (t,х,н)G[0,1]                                       (15) 

C(0,х,у)=C0                                                                      (16) 

здесь HD  – поперечный коэффициент диффузии. Краевая задача (11) – (16) 
описывает двумерный вариант модели химического реактора. Эта задача содержит 
две неизвестные функции ),( yx  и C(t,x,у). 

Наиболее интересной и практически важной является осесимметрическая модель 
химического реактора. B этом случае геометрическими переменными являются 
радиус r и высота z.·Тогда ротор вектора скорости V


 определяется по следующей 

формуле: 
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где kViVV zr
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 , 0V , φ – угол. Компоненты скорости Vz и Vr опреде-

ляются из следующей системы уравнений 
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(второе уравнение есть уравнение неразрывности). Обозначим через ),( zr  

функцию тока. Тогда 

;1
zr

Vr 




   rr
Vz 



1

 

функцией тока ),( zr  является решение такой краевой задачи 
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(H и R – характерные размеры реактора). 
После того, как поле скоростей частиц в химическом реакторе определено из 

решения краевой задачи (17), (18), концентрация твердой фазы C(t,r,z) находится из 
решения следующей задачи: 
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(здесь n  – внешняя нормаль к области  TD ,0 ). 
Краевая задача (17) – (21) описывает осесимметрическую модель химического 

реактора. Указанную задачу надо рассматривать как систему двух уравнений (одно 
уравнение эллиптического, а другое параболического типа) относительно двух 
неизвестных функций ),( zr  и C(t,r,z) с соответствующими граничными условиями 
(18) и (20). Отличие этих моделей от известных ранее состоит в том, что поле скоростей 
частиц в химическом реакторе определяется в процессе решения задач. 

Численные методы и разностные уравнения 
При численном решении краевых задач, моделирующих процессы в химическом реак-

торе, соответствующие дифференциальные уравнения заменяются конечно-разностными. 
Рассмотрим вначале задачу (11) – (13). Разобьем отрезок 10  x  точками 

hixi  , Ni ,...,1,0 , 0h  на N равных частей длины N
h 1
 . Отрезок 10  t  

разобьем на M равных частей с шагом τ. При этом  jt j , Mj ,...,1,0 .  
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Полагая теперь ),( jiij txCC  , заменим производные tC , xC , xxC , разностными 
соотношениями следующим образом: 
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При такой замене порядок точности соответственно следующий: 0(τ), 0(h) и 

0(h2). Теперь уравнение (11) запишется в разностном виде следующим образом: 
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Замена граничных условий (12) разностным соотношением приводит к равен-

ствам: 

.; ,110 jNnjjj CCCC      
Используя затем начальные условия (13), получаем 

.),0( 00 CCxC ii   
Таким образом, краевая задача (11) – (13) допускает следующую разностную 

постановку 
 

;1,11,1,1 FCDCBCAC jijijiij                                       (22) 
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Для решения системы уравнений (22) используется явная схема.  
Перейдем теперь к численной реализации плоской модели (8) – (10), (14) – (16). 

B основе численной реализации этой модели лежит приближенное решение 
эллиптического и параболического уравнений, завязанных между собой в систему 
двух уравнений посредством правой части уравнения (14).  

Итак, наша задача содержит две неизвестные функции ),( yx  и C(t,x,y). 
Заменяя уравнение (14) разностным соотношением, получаем: 
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Здесь TH  - шаг по времени, XH - шаг по переменной a yH  – шаг по пе-

ременной у, ),,( jik
k
ij extCC  . Далее, вначале на шаге (k+0,5) решается система 

уравнений: 
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 (23) 
 
Затем на (k+1) шаге – такая система: 
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 (24)      
При численном построении поля скоростей краевая задача (8) – (10) заменяется 

конечно-разностным аналогом. При этом: 
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                                  (25) 
ввиду граничного условия (9). Уравнение (8) в разностном варианте принимает вид: 
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Таким образом, задача (8) – (10), (14) – (16) свелась к решению уравнений (23) 
или (24), уравнения (26) с учетом условий (25). Блок-схема и описание программы и 
сама программа приводятся ниже.  

Рассмотрим теперь конечно-разностную аппроксимацию задачи (17) – (21) в 
случае, когда концентрация C(t, r) не зависит от пространственной переменной. Для 
этого разобьем отрезки 10  r  и 10  t  соответственно на N и M частей и точки 
деления обозначим через Rj Hjr  , Ti Hit  , где MiNj ,...,1,0,,...,1,0    , RH  – 
шаг по r. Заменяя затем производные Ct, Cr, Сrr разностными соотношениями: 

,
2),(

;
2

),(
;

),(
2

1,1,
2

2
1,11,,1

R

jiijjiji

R

jjiji

T

ijjiji

H
CCC

r
rtC

H
CC

r
rtC

H
CC

t
rtC  



















     

 
где ),( jiij rtCC , из уравнения (19) получаем 
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K полученному уравнению (27) необходимо добавить равенства 

0000 ; CCCCC MjiNi                                                    (28) 

следующие из граничного условия (20) и начального условия (21). Система 
уравнений (27) и (28) позволяет численно решить краевую задачу (19) – (21). При 
этом числовые значения функции тока ψ определяются из решений конечно-разност-
ного аналога задачи (17), (18): 
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         000  iMjNkk  ,                                                      (30) 
где .,...,1,0;,...,1,0;),( PkNjzr jkkj          
Таким образом, совместное решение системы уравнений (27) – (30) приводит к 

численному решению краевой задачи (18) – (21).  
 
Выводы 

В статье предложены детерминированные математические модели трех уровней 
для компьютерного моделирования процесса получения ферритового порошка в ап-
парате конвективного типа. Модели основаны на уравнениях в частных производных, 
краевые условия сформированы согласно технологическим условиям. Выполнена числен-
ная реализация моделей методом конечно-разностной аппроксимации.  

Предложенные модели и методы их реализации позволяют проводить числен-
ное моделирование процессов и решать задачи совершенствования как конструктив-
ных, так и технологических параметров. 

К достоинствам данного метода следует отнести возможность широкой вариации 
параметров без проведения физических и натурных экспериментов, что удешевляет 
и ускоряет процесс проектирования новой аппаратуры. 
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RESUME 
V. N. Pavlysh, E. V. Perinskaya 
The Mathematical Modeling of Functioning Processes of Special Convective 
Type Apparatus 

Background: The construction of many electron devices includes elements with 
ferromaterial ties. Present used apparatus has not satisfied parameters. The reconstruction 
of apparatus must be theoretical and experimental grounded. The most effective method of 
investigation is mathematical modeling.   

Materials and methods: The proposed mathematical models are based on the 
equations of particular derivatives. The ending conditions are formed according to 
geometrical properties and technological parameters. The computer realizing made by 
ending-difference approximation.  

Results: The proposed method does not require material resources and experimental 
investigations. Compared with the method of nature experiment results may be obtained by 
short time. 

Conclusion: The development of method of mathematical modeling for optimization 
of parameters of convective apparatus allows us to reduce the material and terminal 
resources during projecting of new types apparatus. 

 
 

Статья поступила в редакцию 06.07.2015. 


