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МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ СТРУКТУРИ 
ЕЛЕКТРОМАГНІТНОГО ПРОСТОРОВО-ЧАСОВОГО 
ХВИЛЬОВОГО ПАКЕТУ 
 

В данной работе представлено математическое моделирование структуры пространственно-
временного пакета электромагнитных волн, используя взаимосвязь пространственных 
распределений амплитудной и фазовой составляющих поля волны с групповой скоростью. 
Установлена связь ширины пространственно-временного волнового пакета с его скоростью 
распространения и длительностью соответствующего импульса. Указанный метод позволяет 
с единых позиций объяснять данные имеющихся в настоящее время экспериментальных 
работ и применим для моделирования распространения фемтосекундных лазерных импульсов. 
Ключевые слова: пространственно-временной волновой пакет,  
распределение амплитуд, распределение фаз, групповая скорость. 

 

In this work the mathematical modeling of the structure of space-time electromagnetic wave 
packets is presented, using the relation of spatial distributions of amplitude and phase components 
of wave field with group velocity. Found out correlation of width of space-time wave packet and its 
propagation velocity and respective pulse duration. The method allows us to explain the data of the 
currently available experimental works from a unified point of view and is applicable for modeling 
the propagation of femtosecond laser pulses. 
Key words: space-time wave packet, amplitude distribution, phase distribution,  
group velocity. 
 

В наведеній праці представлено математичне моделювання структури просторово-часового 
пакету електромагнітних хвиль, використовуючи взаємозв'язок просторових розподілень 
амплітудної та фазової складових поля хвилі із груповою швидкістю. Установлено зв'язок між 
шириною просторово-часового пакету та швидкістю його руху і тривалістю відповідного імпульсу. 
Вказаний метод дозволяє з єдиних позицій поясняти дані наявних експериментальних робіт та 
його можна застосовувати для  моделювання розповсюдження фемтосекундних лазерних 
імпульсів.  
Ключові слова: просторово-часовий хвильовий пакет, розподіл амплітуд, 
розподіл фаз, групова швидкість.  
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Введение 

Формирование лазерных импульсов с различными скоростями распространения 
имеет множество перспектив применения, в частности, в информационных техноло-
гиях. В связи с этим актуальны исследования групповой скорости электромагнитных 
возбуждений, например, в таких средах, как поляритонные кристаллы, атомарные пары 
[1-4]. Интерес представляют также работы, посвященные структурированию лазерных 
пучков и управлению скоростью передачи сигналов в свободном пространстве [5-9].  

Ранее авторы [7] в наиболее общем виде установили взаимосвязь пространствен-
ных распределений амплитуды, групповой скорости и фазы колебаний поля волны. 
Однако эта взаимосвязь была определена для некоторой выделенной частоты в спектре 
импульса. В данной работе показано, что эта связь сохраняется также и при формиро-
вании структуры фемтосекундных лазерных импульсов с необходимой групповой 
скоростью. 

Целью настоящего исследования является моделирование структуры пространст-
венно-временного электромагнитного волнового пакета и изучение распространения 
лазерных импульсов и пространственно-временных волновых пакетов c использова-
нием разработанного ранее метода [7]. 

 

Теоретическая модель 

Как показано в [7], поиск решения волнового уравнения  
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Система (2) позволяет решать как прямую задачу – нахождение групповой ско-
рости пучка с известными распределениями амплитуды и фазы, так и обратную – 
нахождение структуры пучка с известным пространственным распределением групповой 
скорости. Так как эта система получена непосредственно из волнового уравнения 
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(1), она позволяет провести моделирование распространения волн в линейной одно-
родной изотропной среде с максимальной общностью. 

Результаты и обсуждение 

Из экспериментальных работ [8], [9] по измерению скорости распространения 
различных пространственно-временных волновых пакетов следуют такие значения 
для длительности импульса   (определена как время между половинами максимума 

амплитуды), длины волны лазерного излучения   и групповой скорости V


: 100   

фс, 800  нм, constV z z c   
  

 во всем рассматриваемом участке пространства, 
где z


 – орт оси OZ  (здесь волна поляризована вдоль оси ,OY  а спектр импульса 

описывается функцией Гаусса). 
Применение вышеприведенных параметров к системе (2) показывает, что фаза 

является линейной функцией координаты z , второе уравнение становится тождеством 
при условии, что амплитуда не зависит от координаты z , линейная поляризация 

позволяет рассматривать только одну компоненту вектора  A r
 

, а первое уравнение 

принимает вид: 
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Как видно из (3), в пространственное распределение амплитуды  ;A x   в 

качестве параметра входит частота  . Следовательно, обратное преобразование 

Фурье для функции  ;A x   по частоте позволяет выразить зависимость поля волны 

от координат и времени. Решение уравнения (3) будем искать в комплексном виде 
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зависимость поля волны до преобразования в пространственно-временной волновой 
пакет описывается следующим образом: 

,    (4) 

где 0 2 /c    – частота лазерного излучения. В этом случае спектр импульса прини-
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Очевидно, что преобразование импульса в пространственно-временной волновой 

пакет    0A E   приводит к следующему выражению: 
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После выполнения обратного преобразования Фурье выражения (6) получаем вре-
менную зависимость поля пространственно-временного пакета: 
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Однако вдоль оси OX  может быть сформирована не бегущая, как в (7), а 

стоячая волна, как в экспериментах [7]. В этом случае имеем: 
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Таким образом, получаем интенсивность излучения, которая прямо пропорцио-
нальна квадрату амплитуды: 
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На рис. 1 представлено (в относительных единицах) распределение интенсив-
ности для групповой скорости электромагнитной волны, равной половине скорости 
света.  

Из уравнения (8) также видно, что ширина пространственно-временного пакета 
вдоль оси OX  (которая определена, как расстояние между половинами максимума 
амплитуды), связана со скоростью распространения пакета и длительностью импульса 
следующим образом: 
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График зависимости (10) для вышеупомянутых условий при различных длитель-
ностях импульса показан на рис. 2. 

Из (10) и рис. 2 видно, что ширина пакета прямо пропорциональна длительности 
импульса и тем больше, чем выше скорость распространения сигнала. 

 

 
Рисунок 1 – Распределение интенсивности излучения (в относительных единицах)  

в плоскости XOY  
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Рисунок 2 – Зависимости ширины пространственно-временного волнового пакета от 

групповой скорости при различных длительностях импульса 

Заключение 

Проведено математическое моделирование пространственно-временного волнового 
пакета с помощью модели, представленной в [7]. Полученное распределение интен-
сивности для пространственно-временных волновых пакетов хорошо согласуется с 
экспериментальными данными работ [8], [9]. В явном виде найдена зависимость 
ширины таких пакетов от длительности импульса и скорости распространения. Показано, 
что их ширина прямо пропорциональна длительности импульса и тем больше, чем 
выше скорость их распространения.  

Достоверность полученных в работе результатов подтверждается предельным 
переходом V c , при котором согласно выражению (10) ширина импульса стремится к 
бесконечности. 

Показано на частных случаях, что метод работы [7] применим к моделиро-
ванию распространения фемтосекундных лазерных импульсов и структуры прост-
ранственно-временных волновых пакетов. 
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RESUME 
M. K. Galinsky, V. V. Rumyantsev, S. A. Fedorov 
Mathematical Modeling of the Structure of an Electromagnetic  
Space-Time Wave Packet 

Research of the structure of space-time wave packets using a mathematical model 
describing the fundamental relationship of the distributions of group velocity, amplitude and 
phase. Mathematical modeling of the structure of these packages. The research is illustrated by 
examples of the structure and the dependence of its parameters on the propagation velocity and 
pulse duration. 

Numerical modeling. 



Математическое моделирование структуры… 
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The intensity distribution for space-time wave packets was obtained. The dependence 
of the width of such packets on the pulse duration and propagation velocity is found 
explicitly. It is shown that their width is directly proportional to the pulse duration and the 
greater, the higher the speed of their propagation. 

The work carried out mathematical modeling of the space-time wave packet. The 
intensity distribution for space-time wave packets is obtained, and the dependence of the 
width of such packets on the pulse duration and propagation velocity is found in an explicit 
form. It is shown that their width is directly proportional to the pulse duration and the 
greater, the higher the speed of their propagation. 

It follows from the equations obtained in this work that when the velocity of the 
wave packet tends to the speed of light, the pulse width tends to infinity, which indicates 
that such a packet will propagate in the form of a plane wave. 

The results of the performed studies are in good agreement with the experimental 
data. In particular cases, it is shown that the method used in this work is also applicable to 
modeling the propagation of femtosecond laser pulses and the structure of space-time wave 
packets.   

 

РЕЗЮМЕ 
М. К. Галинский, В. В. Румянцев, С. А. Федоров  
Математическое моделирование структуры  
электромагнитного пространственно-временного волнового пакета 

Изучение структуры пространственно-временных волновых пакетов с использова-
нием математической модели, описывающей фундаментальную взаимосвязь распре-
делений групповой скорости, амплитуды и фазы. Математическое моделирование 
структуры указанных пакетов. Исследование иллюстрируется примерами структуры и 
зависимости ее параметров от скорости распространения и длительности импульса. 

Численное моделирование. 
Получено распределение интенсивности для пространственно-временных волно-

вых пакетов. В явном виде найдена зависимость ширины таких пакетов от длитель-
ности импульса и скорости распространения. Показано, что их ширина прямо 
пропорциональна длительности импульса и тем больше, чем выше скорость их 
распространения.  

В работе проведено математическое моделирование пространственно-времен-
ного волнового пакета. Получено распределение интенсивности для пространственно-
временных волновых пакетов, в явном виде найдена зависимость ширины таких 
пакетов от длительности импульса и скорости распространения. Показано, что их 
ширина прямо пропорциональна длительности импульса и тем больше, чем выше 
скорость их распространения.  

Из полученных в работе уравнений следует, что при устремлении скорости 
волнового пакета к скорости света, ширина импульса стремится к бесконечности, 
что указывает на то, что такой пакет будет распространяться в виде плоской волны.  

Результаты выполненных исследований хорошо согласуются с эксперимен-
тальными данными. На частных случаях показано, что используемый в работе метод 
применим также к моделированию распространения фемтосекундных лазерных 
импульсов и структуры пространственно-временных волновых пакетов. 

Статья поступила в редакцию 27.02.2021. 


