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МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ  
НАПРУЖЕНО-ДЕФОРМОВАНОГО СТАНУ БАЛКИ  
З РОЗПОДІЛЕНИМ НАВАНТАЖЕННЯМ 
 
В статье предложена математическая модель расчета балки при одной равномерно-распре-
деленной нагрузке, выполненная путем аппроксимации численного решения дифференциальных 
уравнений методами геометрического моделирования. Рассмотрено применение указанного 
метода для решения дифференциальных уравнений второго и четвертого порядков с одной 
независимой переменной. Установлено совпадение с высокой степенью точности на уровне 
полиномиальных коэффициентов решений уравнений предложенным методом с точными 
решениями. 
Ключевые слова: математическое моделирование, аппроксимация,  
численное решение, дифференциальные уравнения,  
напряжённо-деформированное состояние. 
 
The article proposes a mathematical model for calculating a beam with a single uniformly 
distributed load, which is performed by approximating the numerical solution of differential 
equations by geometric modeling methods. The application of this method for solving second-and 
fourth-order differential equations with one independent variable is considered. It is established that 
the solutions of the equations by the proposed method coincide with exact solutions with a high 
degree of accuracy at the level of the polynomial coefficients. 
Keywords: mathematical modeling, approximation, numerical solution,  
differential equations, stress-strain state. 
 
У статті запропонована математична модель розрахунку балки при одному рівномірно-
розподіленому навантаженні, виконана шляхом апроксимації чисельного розв'язку диферен-
ціальних рівнянь методами геометричного моделювання. Розглянуто застосування зазначеного 
методу для розв'язання диференціальних рівнянь другого та четвертого порядків з однією 
незалежною змінною. Встановлено збіг з високим ступенем точності на рівні поліноміальних 
коефіцієнтів розв'язків рівнянь запропонованим методом з точними розв'язками. 
Ключові слова: математичне моделювання, апроксимація, чисельне рішення, 
диференціальні рівняння, напружено-деформований стан. 
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Введение 

В связи со стремительным развитием информационных технологий и систем 
автоматизированного проектирования сокращаются сроки проектирования и подготовки 
производства для выпуска новой и модернизируемой продукции, оптимизируется и 
усовершенствуется процесс проектирования, возрастает оперативность и обоснован-
ность принимаемых решений на различных уровнях предприятия. 

В настоящее время любые пакеты автоматизированного проектирования ис-
пользуют численные методы решения дифференциальных уравнений (ДУ). Среди 
классических методов можно выделить такие, как метод Галеркина, метод конечных 
элементов [1], метод конечных разностей [2] и т.д. 

Несмотря на достоинства этих методов, такие как относительная простота и 
наглядность, существует и ряд недостатков. 

Например, в случае линейной постановки задачи расчеты выполняются быстро, 
но не всегда соответствует реальному протеканию процесса. В случае задачи не-
линейного характера общим недостатком указанных методов является большое 
время расчета. К тому же, решение зависит от многих факторов, в том числе и от 
того, кто и как моделировал процесс. 

Метод численного решения ДУ с помощью геометрических интерполянтов 
предложен в работах [3-5]. Предполагается, что использование данного подхода 
позволит получать численное решение дифференциальных уравнений в частных 
производных и их систем требуемой точности в кратчайшие сроки даже с учетом 
нелинейной постановки исходной задачи моделирования. Автором ставится задача 
апробировать указанный метод, при этом для наглядности предлагается рассмотреть 
его на простых примерах. 

Расчет напряженно-деформированного состояния 
металлической балки 

Задачи расчетов пространственных конструкций представляют собой очень 
важную и актуальную составляющую современных прикладных задач в целом. 
Напряженно-деформированное состояние различных конструкций или их отдельных 
элементов описывается дифференциальными уравнениями. Вид этих уравнений для 
каждого конкретного случая зависит от физических и геометрических характери-
стик, которые принимаются при моделировании поведения системы. 

Рассмотрим ДУ второго порядка, которое описывает напряженно-деформиро-
ванное состояние балки [6], 

   2

2
или ,

М х М хd y
y

EI dx EI
       (1) 

где  M x  – изгибающий момент; I  – момент инерции поперечного сечения балки 

относительно горизонтальной прямой, лежащей в плоскости сечения и проходящей 
через его центр тяжести; E  – модуль Юнга материала балки. 

Изгибающий момент  M x  можно выразить через известную внешнюю нагрузку 

 q x , действующую на балку 
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С учетом этого выражения дифференциальное уравнение (1) принимает вид: 
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d y d M d d y
M x EI EI q x

dx dx dx dx

 
    

 
 

В случае постоянной жесткости EI получим ДУ четвертого порядка, которое 
описывает напряженно-деформированное состояние балки [6]: 

 
 4

4
.

q хd y

dx EI
  (2) 

Для решения уравнений (1) и (2) применимы указанные выше численные методы 
[7], а также существуют специальные расчетные формулы в технической литературе 
для вычисления максимальной нагрузки и прогиба балки [8]. 

В данной работе предлагается найти численное решение указанных ДУ методами 
геометрического моделирования [9]. Аппроксимация решения ДУ основана на по-
строении геометрических объектов многомерного пространства, инцидентных узловым 
точкам, получившим название геометрических интерполянтов. Общий подход к 
аппроксимации решения дифференциальных уравнений изложен в работе [10]. 

Рассмотрим указанный метод решения ДУ на следующих примерах. 
Пример 1. Найти решение дифференциального уравнения второго порядка 

  
2

2
0,00239 9

d y
x x

dx
    (3) 

на интервале [0;9]x  с граничными условиями    0 9 0y y  . 

Данное уравнение при задании соответствующих граничных условий определяет 
прогиб балки, шарнирно опертой по концам и загруженной равномерно распреде-
ленной нагрузкой. 

В качестве аппроксимирующей дуги кривой выберем модифицированную дугу кри-
вой Безье 4-го порядка, которая описывается следующим точечным уравнением [11], [12]: 
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Выполнив покоординатный расчёт, получим следующую систему параметри-
ческих уравнений: 
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  (5) 

Будем закладывать равномерное распределение точек по оси Ox . Для этого 

разобьем интервал [0,9]x   на 4 равные части и получим следующие значения 

координат узловых точек: 1 20; 2, 25;x x  3 4,5;x  4 6,75;x  5 9x  . 

Тогда система параметрических уравнений примет следующий вид: 
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  (6) 

Выразив переменную t  через x , получим уравнение дуги аппроксимирующей 

кривой в явном виде: 
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(7) 

Продифференцировав уравнение дуги аппроксимирующей кривой дважды и 
подставив результат дифференцирования в исходное дифференциальное уравнение, 
получим: 
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Согласно условию, на концах интервала [0;9] значение функции равно нулю. 

Таким образом, при 0x   и 9x   примем 1 5 0y y  . 

При поочередной подстановке координат узловых точек 2 2, 25x  , 3 4,5x   и 

4 6,75x   в (8) получим систему линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) 

1

2 3 4

2 3 4

2 3 4

5

0;

0,32922 0,09876 0,06584 0,03625;

0,26337 0, 49383 0, 26337 0,04833;

0,06584 0,09876 0,32922 0,03625;

0;

y

y y y

y y y

y y y

y


    

   
    

 

   (9) 

решив которую, получим следующие значения: 

1 2 3 40; 0, 29055; 0, 40779; 0, 29055;y y y y    5 0.y     (10) 

После подстановки  1,5iy i   (10) в уравнение (7) получим искомое уравнение 

дуги аппроксимирующей кривой: 

 4 30,00020 0,00358 0,14499 .y x x x      (11) 

Решение краевой задачи методом вариации произвольных постоянных [13] 
имеет вид: 

 4 30,0001989 0,00358 0,1449908 .y x x x     (12) 

Заметим, что решения (11) и (12) совпадают с высокой степенью точности даже 
на уровне полиномиальных коэффициентов. 

Пример 2. Найти решение дифференциального уравнения четвертого порядка 

 
4

4
0,0048

d y

dx
       (13) 

на интервале [0;9]x   со следующими граничными условиями    0 9 0y y  , 

   9 0, 0 0y y   . 

Данное уравнение при задании соответствующих граничных условий опреде-
ляет прогиб балки, шарнирно опертой по концам и загруженной равномерно распре-
деленной нагрузкой. 

В качестве аппроксимирующей дуги кривой выберем модифицированную дугу 
кривой Безье 5-го порядка, которая описывается следующим точечным уравнением 
[11], [12]: 

5 4 3 2 2 3 4 4 3 2 2 3 4
1 2

4 3 2 2 3 4 4 3 2 2 3 4
3 4

4 3 2 2 3
5

77 269 77 725 925 25
25

12 24 12 12 24 4

1475 576 50 50 576 1475
25 25

12 6 3 3 6 12

25 925 725

4 24 12

M M t t t t t t t tt M t t t t t t tt

M t t t t t t tt M t t t t t t tt

M t t t t t t

   
            

   

   
            

   

     4 4 3 2 2 3 4 5
6

77 269 77
25 .

12 24 12
tt M t t t t t t tt t

   
       

   

(14) 

Выполнив покоординатный расчёт, получим следующую систему параметри-
ческих уравнений: 
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(15) 

Закладываем равномерное распределение точек по оси Ox . Для этого разобьем 

интервал [0,9]x   на 5 равных частей и получим значения координат узловых точек: 

1 20; 1,8;x x  3 3,6;x  4 5,4;x  5 67,2; 9x x  . 

Тогда система параметрических уравнений примет следующий вид: 
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(16) 

Выразив переменную t  через x , получим уравнение дуги аппроксимирующей 

кривой в явном виде. Продифференцировав его четырежды и подставив результат 
дифференцирования в исходное дифференциальное уравнение, находим: 

1 2 3

4 5 6

625 3125 8750 15625 16250 31250

2187 59049 6561 59049 6561 59049

5000 31250 6875 15625 1250 3125
0

2187 59049 6561 59049 6561 59049

y x y x y x

y x y x y x

     
           

     

     
             

     

 (17) 

Согласно условию, на концах интервала [0;9] значение функции равно нулю. 

Таким образом, при 0x   и 9x   примем 1 6 0y y  . 

Далее воспользуемся координатами узловых точек. 
При 3,6x   получим: 

 2 3 4 50,38104 0,57156 0,38104 0,09526 0,00477.y y y y      

При 5,4x   получим: 

 2 3 4 50,09526 0,38104 0,57156 0,38104 0,00477.y y y y     

В качестве уравнений в узловых точках 1,8x   и 7,2x   запишем уравнения 
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граничных условий    9 0, 0 0y y    соответственно: 

 2 3 4 50,69444 1,85185 2,77778 2,77778 0,y y y y     

 2 3 4 53,96091 5,50412 4,01235 1,56893 0.y y y y      
Таким образом, получим СЛАУ: 
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 (18) 

решив которую, находим: 

1 2 3 40; 0,11692; 0,16912; 0,13780;y y y y    5 60,05428; 0.y у   

Подставив полученные значения  1,6iy i  в (17), получим искомое уравнение 

дуги аппроксимирующей кривой: 
4 30,00020 0,00269 0,07250 .y x x x       (19) 

Следует отметить, что в качестве аппроксимирующей функции был выбран 
полином 5-й степени, но в результате аппроксимации в процессе решения коэффициент 

при 5х  оказался равным нулю. Это говорит о том, что даже при выборе избыточной 
степени полинома, метод отсечет лишние слагаемые и даст нужный результат. 

В качестве эталонного примем решение, полученное методом вариации произ-
вольных постоянных [13]: 

4 30,0001989 0,002685 0,0724954 .y x x x      (20) 

Выводы 

В статье выполнена аппроксимация численного решения дифференциальных 
уравнений методами геометрического моделирования на примерах расчета балки на 
двух шарнирных опорах при одной равномерно-распределенной нагрузке. Сравнение 
полученных результатов с точными решениями демонстрирует высокую степень 
достоверности предложенного метода. 

Перспективой дальнейших исследований является применение представленного 
метода аппроксимации для расчета напряженно-деформированного состояния балки 
с другими видами нагрузок, а также для расчета напряжённо-деформированного 
состояния тонкостенных оболочек инженерных сооружений. 
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RESUME 

O. A. Shevshuk 
Mathematical modeling of the stress-strain state of a beam with a distributed load 

The rapid development of information technologies and computer-aided design systems 
has contributed to the emergence of a huge number of specialized programs in various fields of 
human activity. The mathematical software of computer-aided design packages contains 
mathematical models, numerical methods, and algorithms for performing design procedures. 

Among the classical numerical methods for solving differential equations, there are 
the Galerkin method, the finite element method, the finite difference method, etc. Despite 
the advantages of these methods, there are a number of disadvantages. 

In this paper, the author sets the task of testing the method of numerical solution of 
differential equations using geometric interpolants. It is assumed that the use of this 
approach will allow us to obtain a numerical solution of the required accuracy in the 
shortest possible time, even taking into account the nonlinear formulation of the original 
modeling problem. 

This method is considered using examples of calculating the deflection of a beam 
that is pivotally supported at the ends and loaded with a uniformly distributed load. The 
equations obtained as a result of the experiment coincide with a high degree of accuracy 
with the reference equations obtained by the method of variation of arbitrary constants, 
even at the level of polynomial coefficients. 

The author sees the prospect of further research in the application of the proposed 
approximation method for calculating the stress-strain state of a beam with other types of loads, 
as well as for calculating the stress-strain state of thin-walled shells of engineering structures. 
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РЕЗЮМЕ 
О. А. Шевчук 
Математическое моделирование напряжённо-деформированного 
состояния балки c распределенной нагрузкой 

Стремительное развитие информационных технологий и систем автоматизирован-
ного проектирования способствовало появлению огромного количества специализиро-
ванных программ в различных отраслях деятельности человека. Математическое 
обеспечение пакетов автоматизированного проектирования содержит математические 
модели, численные методы, алгоритмы выполнения проектных процедур. 

Среди классических численных методов решения дифференциальных уравнений 
выделяют метод Галеркина, метод конечных элементов, метод конечных разностей и т.д. 
Несмотря на достоинства этих методов, существует и ряд недостатков. 

В работе автором ставится задача апробировать метод численного решения 
дифференциальных уравнений с помощью геометрических интерполянтов. Предпола-
гается, что использование данного подхода позволит получать численное решение тре-
буемой точности в кратчайшие сроки даже с учетом нелинейной постановки исходной 
задачи моделирования. 

Указанный метод рассмотрен на примерах расчета прогиба балки, шарнирно 
опертой на концах и загруженной равномерно-распределенной нагрузкой. Полученные в 
результате эксперимента уравнения совпадают с высокой степенью точности с эталон-
ными уравнениями, полученными методом вариации произвольных постоянных, даже на 
уровне полиномиальных коэффициентов. 

Перспективу дальнейших исследований автор видит в применении предложенного 
метода аппроксимации для расчета напряженно-деформированного состояния балки с 
другими видами нагрузок, а также для расчета напряжённо-деформированного состояния 
тонкостенных оболочек инженерных сооружений. 
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