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MATHEMATICAL MODELING IN STABILITY PROBLEMS 
BASED ON THE THEORY OF FUZZY-MULTIPLE ANALYSIS 

 
Представлено решение задачи распространения численно-аналитической нечетко-множест-
венной методики описания эффектов влияния исходных физико-механических и геометриче-
ских параметров на случай анализа математической модели потери устойчивости тонкой 
замкнутой изотропной оболочки, подверженной воздействию интенсивных статических 
сжимающих усилий. Методика предполагает применение приема нормализации экзогенных 
параметров модели с переходом к их нечетко-интервальным представлениям с приме-
нением эвристического принципа обобщения. Приведены отдельные результаты численных 
исследований с применением излагаемой методики. 

Ключевые слова: прикладные модели, статическое деформирование,   
неопределенные параметры, эвристические методы, теория нечетких множеств. 

 
The solution of the problem of propagation of a numerical-analytical fuzzy-multiple methodology for 
describing the effects of the influence of the initial physical, mechanical and geometric parameters 
on the case of analyzing the mathematical model of buckling of a thin closed isotropic shell 
exposed to intense static compressive forces is presented. The technique involves the use of the 
technique of normalizing the exogenous parameters of the model with the transition to their fuzzy 
interval representations using the heuristic principle of generalization. Some results of numerical 
studies using the described technique are presented. 

Key words: applied models, static deformation, undefined parameters, heuristic methods, 
theory of fuzzy sets. 
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Введение и цели исследования 
 

Исследования статических деформационных моделей устойчивости тонкостенных 

оболочечных конструкций [1], в частности оболочек замкнутой тороидальной формы, 

несмотря на достаточно длительную историю сохраняют важное фундаментальное и 

прикладное значение, практический интерес для инженерных применений в важнейших 

научно-промышленных отраслях, таких, как машиностроение, строительство, воздуш-

ный и подводный транспорт, аэрокосмическая техника [1-3], к которым в последнее 

время добавились междисциплинарные разработки в области  термоядерной энергетики. 

Развитая практика применения для учета отмеченных факторов неопределен-

ности методов вероятностного стохастического анализа [4], [5] зачастую сталкивается с 

ситуацией отсутствия имеющей корректную статистическую природу исходной ин-

формации. Более мягкие условия к характеру неопределенных экзогенных данных 

дополнительные возможности в этом направлении, включая возможности использо-

вания результатов обработки маломощных частотных выборок и данных субъек-

тивных экспертных заключений, а наличие аппарата непосредственного оперирова-

ния неконтрастными величинами без процедур их усреднения открываются в рамках  

применения в таких исследованиях методов нечетких множеств (методов теории не-

четких вычислений) [1-4]. Данный подход к получению оценок влияния разбросов 

исходных параметров предполагает осуществление процедуры фаззификации не-

контрастных исходных параметров с разбросами значений путем перехода к нечетко-

интервальным величинам, используемым далее в качестве нечетко-множественных аргу-

ментов в аналитических соотношениях детерминистических версий моделей расчета 

критических усилий на основе применения модифицированной альфа-уровневой версии 

эвристического принципа обобщения [1], [5], [7]. 

В контексте изложенных соображений, целью осуществляемых в работе иссле-

дований является распространение нечетко-множественной методики получения оценок 

для эффектов влияния разбросов значений экзогенных механических и геометриче-

ских параметров в математических моделях механики деформирования применительно 

к задачам устойчивости тонкостенных конструкций в виде тонких замкнутых изотроп-

ных оболочек тороидальной формы, подверженных действию равномерно распреде-

ленных по граничной поверхности сжимающих внешних усилий. 

 

Описание критических значений внешнего нормального 
давления в рамках детерминистической версии модели 
 

В представляемом исследовании используются полученные в [1], [2] результаты 

решения в классической постановке. Оболочка характеризуется геометрическими 

параметрами толщины стенки h , радиуса круговых сечений sR  трубчатой части и 

расстояния lR  от оси симметрии оболочки до центров поперечных сечений, а также 

физико-механическими параметрами модуля Юнга E  и коэффициента Пуассона   

материала оболочки. Для оболочки с описанными характеристиками, согласно [1], 

значения критических усилий *

nq  описываются соотношениями  

...),2,1())())12/(()(()1(),,,,( 22121*   nkRhkEhRERRhq nsnslsnn  ,         (1) 

в которых 

ls RRk / ,                                                        (2) 
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))2/)1()2/1((/()1)1()2/)1(()(2/(()4/1()( 2222222222212 kknnkknnkkkn    , 

)2/)2/)1()2/1(/())2/1()(2/1(()4/1()( 222222222212 kkknkknknnkkn    . 

При этом для функций ),,,,( ERRh lsn  во всей области их определения выпол-

няются свойства 

( , , , , ) / 0n s lh R R E E   , 0/),,,,(  hERRh lsn  ,                               (3) 

учитываемые ниже при реализации процедуры перехода в функциональных отобра-

жениях (1) к нечетко-интервальным аргументам. 

Для оценки меры влияния неконтрастности значений указанных исходных физико-

механических и геометрических параметров в модели устойчивости рассматриваемой 

оболочки на определяемые соотношениями (1), (2) критические величины параметра 

внешнего нагружения в данных функциональных соотношениях реализуется переход к 

нечетко-множественным аргументам с применением  -уровневой формы эвристи-

ческого принципа расширения [7], [8].  

 

Получение нечетко-множественных оценок  
для параметров критических усилий и собственных частот 
 

Исходным этапом процедуры расширения области определения аргументов 

,,,, ERRh ls  функциональных соотношений (1), (2) на нечетко-множественные вели-

чины ~,
~

,
~

,
~

,
~

ERRh ls  в виде нормальных трапецеидальных нечетких интервалов является 

ведение их представлений кортежами из значений границ носителей и границ интер-

валов модальных значений [1], [8] 
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~

4321 hhhhh  , ),,,(
~

4321 sssss RRRRR  , ),,,(
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Далее введенные интервалы представляются разложениями по множествам альфа-

срезов в форме  
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где  

,)1( 21 hhh   43 )1( hhh   ;                                (6) 

,)1( 21 sss RRR  
43 )1( sss RRR   ; 

,)1( 21 lll RRR  
43 )1( lll RRR   ; 

,)1(E 21 EE   43 )1( EEE   ; 

,)1( 21  
43 )1(    . 

Нечетко-множественные описания для эндогенных параметров интенсивности 

критических усилий с применением  -уровневой формы эвристического принципа 

расширения [5-7] при учете свойств (3) соответственно записываются в виде: 
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Данные соотношения позволяют провести расчеты, связанные с получением опи-

саний для функций принадлежности )( *
~* nq

q
n

 нечетко-множественных характеристик * .nq   

Результаты численных исследований 

На основе применения описанной методики реализован ряд расчетов, связан-

ных с нечетко-множественным анализом рассматриваемой модели. 

При этом полагается, что рассматриваемая оболочка изготовлена из стали, и в 

качестве первой задачи численного анализа подлежат расчету функции принадлеж-

ности для нечетко-множественных оценок *

nq  в случае задания совокупности нечетко-

интервальных исходных параметров вида: 

)2.20,0.20,9.19,7.19(
~

**** EEEEE  , )285.0,282.0,279.0,276.0(~  ,                    (8) 

* * * *(0.95 , 0.99 ,1.02 ,1.06 )sR R R R R , * * * *(104.95 ,104.99 ,105.02 ,105.06 )lR R R R R , 

* * * *(0.0038 , 0.004 , 0.0042 , 0.0044 )h R R R R , ]Па[1010

* E , ]м[1* R . 

Результаты расчетов )( *
~* nq

q
n

  с использованием соотношений (1), (2), (7) для 

этого варианта задания неконтрастных исходных параметров приведены на рис. 1-3. 

При этом с учетом немонотонной зависимости *

nq  от n  и зависимости соответствую-

щей минимальному значению *

nq  величины n  от совокупности физико-механических и 

геометрических характеристик модели, для рассматриваемого варианта нечетких экзо-

генных параметров дано описание функции принадлежности для минимального по 

медианному значению нечетко-множественного показателя *

3q  и двух следующих по 

возрастанию медианных значений на носителях нечетко-множественных величин  
*

2q  и 
*

4q . 

 

 

Рисунок 1 – Профиль функции принадлежности )( *
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Рисунок 2 – Профиль функции принадлежности )( *
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Рисунок 3 – Профиль функции принадлежности )( *
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Анализ результатов расчетов позволяет заключить, что максимальные разбросы 

для задаваемых в виде (8) исходных нечетко-интервальных параметров lRE
~

,~,
~
  отно-

сительно медианных значений на носителях составляют не более 1.6%, для исход-

ного параметра sR
~

 этот разброс составляет 5.5%, а для исходного параметра h
~

 – 7.3%. 

Расчетный оцениваемый максимально возможный разброс для параметров 
*

2
~q  и *

3
~q

относительно средних значений на интервалах их носителей составляет в данном 

случае порядка 26.4%, а в диапазонах наиболее достоверных значений на модальных 

интервалах относительно их средних значений – порядка 8.2%. Для параметра 
*

4q  

оценка максимально возможного разброса на интервале носителя составляет порядка 

33.5%, а в диапазоне наиболее достоверных значений на модальном интервале – 

порядка 10.5%. Вид рассчитанных функций принадлежности позволяет оценить меру 

возможности достижения соответствующих значений эндогенным параметром интен-

сивности критического давления *

nq в случае задания рассматриваемых неконтраст-

ных исходных параметров расчетной модели. 

 

Выводы 
 

Результатами представленных в данной статье исследований является распро-

странение численно-аналитической нечетко-множественной методики учета факторов 

неопределенности обладающих разбросами значений исходных физико-механи-

ческих геометрических параметров в процессе анализа модели устойчивости тонкой 

изотропной идеально упругой замкнутой оболочки тороидальной геометрической 

формы. Методика базируется на задании фаззифицированных неконтрастных исход-
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ных параметров с разбросами значений нечетко-интервальными величинами и на 

расширении областей определения функциональных соотношений детерминистиче-

ских версий рассматриваемых моделей на нечетко-множественные аргументы. На ос-

новании реализованных вычислительных экспериментов получены описания функций 

принадлежностей для рассчитываемых нечетко-множественных эндогенных характе-

ристик интенсивности критических усилий и представлен сопоставительный анализ 

величин разбросов исходных параметров и разбросов в получаемых нечетко-мно-

жественных оценках.  

Описываемая методика дает возможность установить диапазоны наиболее дос-

товерных отклонений в значениях эндогенных параметров расчетных моделей при 

оговариваемых разбросах исходных физико-механических и геометрических парамет-

ров и определить предельные границы возможных разбросов для значений исследуемых 

характеристик на минимальном уровне уверенности.  
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RESUME 
V. N. Pavlysh, S. V. Storozhev 
Mathematical Modeling in Stability Problems Based on the Theory  
of Fuzzy-Multiple Analysis 

The results of the studies presented in this article are the dissemination of a numerical-

analytical fuzzy-multiple method of accounting for uncertainty factors with scattering values of 

the initial physical and mechanical geometric parameters in the process of analyzing the 

stability model of a thin isotropic ideally elastic closed shell of a toroidal geometric shape. The 

technique is based on setting fuzzified non-contrasting initial parameters with scatter of values 

by fuzzy interval values and on expanding the domains of determining the functional 

relationships of deterministic versions of the models under consideration to fuzzy multiple 

arguments. On the basis of the implemented computational experiments, descriptions of the 

accessory functions for the calculated fuzzy-multiple endogenous characteristics of the 

intensity of critical efforts are obtained and a comparative analysis of the values of the scatter 

of the initial parameters and the scatter in the obtained fuzzy-multiple estimates is presented. 
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The described technique makes it possible to establish the ranges of the most reliable 

deviations in the values of the endogenous parameters of the computational models with the 

stipulated spreads of the initial physical-mechanical and geometric parameters and to 

determine the limiting boundaries of the possible spreads for the values of the studied 

characteristics at the minimum level of confidence. 

 

 

РЕЗЮМЕ 
В. Н. Павлыш, С. В. Сторожев 

Математическое моделирование в задачах устойчивости  
на основе теории нечетко-множественного анализа 

Результатами представленных в данной статье исследований является распро-

странение численно-аналитической нечетко-множественной методики учета факторов 

неопределенности обладающих разбросами значений исходных физико-механических 

геометрических параметров в процессе анализа модели устойчивости тонкой изотроп-

ной идеально упругой замкнутой оболочки тороидальной геометрической формы. 

Методика базируется на задании фаззифицированных неконтрастных исходных пара-

метров с разбросами значений нечетко-интервальными величинами и на расширении 

областей определения функциональных соотношений детерминистических версий 

рассматриваемых моделей на нечетко-множественные аргументы. На основании реа-

лизованных вычислительных экспериментов получены описания функций принад-

лежностей для рассчитываемых нечетко-множественных эндогенных характеристик 

интенсивности критических усилий и представлен сопоставительный анализ величин 

разбросов исходных параметров и разбросов в получаемых нечетко-множественных 

оценках.  

Описываемая методика дает возможность установить диапазоны наиболее дос-

товерных отклонений в значениях эндогенных параметров расчетных моделей при 

оговариваемых разбросах исходных физико-механических и геометрических пара-

метров и определить предельные границы возможных разбросов для значений иссле-

дуемых характеристик на минимальном уровне уверенности.  
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