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ANALYTICAL ANALYSIS OF THE DYNAMICS  

SINGLE-MASS INERTIAL VIBRATION MACHINE  

WITH A SHAFT FRACTURE IN THE DRIVE TRANSMISSION 
 
Рассмотрена одномассовая вибрационная машина с асинхронной карданной передачей в 

приводе центробежного возбудителя колебаний и предпринята попытка аналитическим путем 

построить приближенное решение, описывающее вертикальные перемещения ее рабочего 

органа. Особенностью математической модели является то, что его движение описывается 

одним линейным дифференциальным второго порядка, в котором возмущающая сила форми-

руется вращением дебалансов с переменной угловой скоростью. Учитывая это обстоятельство, 

первоначально получено разложение угловой скорости в усеченный ряд Фурье, в котором со-

хранены слагаемые, не превышающие 5% от наибольшего, затем стационарное решение 

уравнения построено путем суперпозиции частных решений, соответствующих отдельным 

слагаемым этого ряда. Построены выражения, описывающие возмущающую силу дебалансов 

и перемещение рабочего органа в конечной форме. Полученные результаты позволяют проводить 

предварительные расчеты амплитудно- и фазо-частотных характеристик для различных 

значений угла излома вала, оценивать уровень генерируемых таким приводом высших гармоник 

в спектре перемещений и ускорений рабочего органа и могут оказаться полезны на начальном 

этапе проектирования. 

Ключевые слова: одномассовая вибромашина, центробежный вибропривод, 

трансмиссия, асинхронная карданная передача, рабочий орган, динамика. 

 
A single-mass vibrating machine with asynchronous gimbal transmission in the drive of a 

centrifugal oscillator is considered and an attempt has been made to obtain analytically an 

approximate solution describing the vertical motion of its working organ. A feature of the 

mathematical model is that its motion is described by the second order linear differential equation 

in which the disturbing force is formed by the rotation of the unbalances with a variable angular 

velocity. Considering this fact, initially the expansion of the angular velocity into a truncated Fourier 

series was obtained then the stationary solution of the equation is found by superposition of partial 

solutions. Expressions describing the disturbing force of the unbalances and the movement of the 

working organ in the finite form are derived. The results obtained allow preliminary calculations of 

amplitude and phase frequency characteristics for different values of the shaft fracture angle and to 

evaluate the level of higher harmonics generated by such a drive in the spectrum of displacements 

and accelerations of the working organ. 

Key words: single-mass vibration machine, centrifugal drive, transmission, asynchronous 

Cardan transmission, working body, dynamics. 
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Введение 

Вибрационные технологии широко используются в промышленности для 

интенсификации различных процессов и нередко, более эффективными для этих 

целей, оказываются полигармонические вибрации [1-5]. Известны различные подходы 

её реализации в вибрационных машинах с моногармоническим возбуждениям. Отметим 

некоторые из них, которые получили реальное практическое воплощение. Это супер-

гармонический привод И. И. Быховского, в котором полигармонические колебания 

рабочего органа формировались за счет неравномерности вращения дебалансов 

центробежного вибровозбудителя [6], это вибрационные машины резонансного типа, 

в которых полигармонические колебания и их стабильность обеспечивались установ-

кой с зазором односторонних ограничителей хода [7], это электровибрационные транс-

портирующие машины [8], в которых деление частоты возбуждения и формирование 

полигармонических вибраций осуществлялась уже путем реализации субгармонических 

колебаний. Тенденция использования комбинационных резонансов в вибрационной 

техники выражена, также, и в работах рижской группы исследователей, выполнив-

ших теоретический анализ сложных резонансов в системах с кусочно-линейной упругой 

характеристикой и внедривших свои результаты в экспериментальные виброуплоот-

нительные установки [9]. К этому направлению можно отнести и попытки использо-

вания внешнего параметрического возбуждения в вибрационной технике [10]. В по-

следние годы заметен акцент на подбор подходящих вариантов формирования 

упругой характеристики. В частности, в [11] рассмотрена принципиальная схемы вибро-

машины с упругой характеристикой асимметричного типа, выполненная в виде ком-

бинации конической и цилиндрической металлических пружин сжатия, проведено 

исследование субгармонических резонансов порядка 1:2, отмечена возможность их 

самовозбуждения. В поисках простых способов её формирования в работах [12-15] 

рассмотрена одномассовая вибромашина с изломом валов в приводе трансмиссии и 

проведен численный анализ движения рабочего органа, показавший появление старших 

гармоник в спектре его перемещения. Подбор параметров таких вибромашин и раз-

работка инженерных методик для их расчёта существенно упрощается при наличии 

аналитических соотношений, описывающих движение рабочего органа. Получение 

таких приближенных зависимостей и является основной задачей данной работы. 

 

Основная часть 
Рассматриваемая модель, уравнения движения 

Принципиальная схема рассматриваемой вибрационной машины представлена 

на рис. 1.  

При равномерном вращении вала двигателя угловая скорость вращения деба-

лансного вала описывается выражением [16-19] 
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где ωв и   – угловые скорости ведущего и ведомого валов, соответственно; β – 

угол излома валов. 
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Рисунок 1 – Вибромашина с карданом Гука и несоосным соединением валов 

 

В этом случае вертикальные перемещения рабочего органа описываются уравнением 
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в безразмерном виде – уравнением 
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где b = μω0, P0 = 103mrω2 / M, ω = ωв / ω0. 

Предварительные численные расчёты показывают (рис. 2), что вследствие 

излома в трансмиссии привода неравномерность вращения дебалансов невелика. 

То есть допустимо принять 
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поэтому этим различием при аналитическом моделировании мы будем пренебрегать, 

в результате чего уравнение (2) принимает вид 
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Рисунок 2 – Угол поворота дебалансов при равномерном вращении  

и угле излома валов равном β = π / 4 

 
 

Перейдем к аналитическому описанию решения уравнения (3). 

 

Преобразование правой части уравнения движения 

Отметим, что уравнение (3) линейное и, если его правую часть разложить в ряд 

Фурье [20], то стационарное решение уравнения можно получить путем суперпози-

ции частных решений, соответствующих отдельным слагаемым этого ряда. Имея это 

в виду, для начала разложим угловую скорость вращения дебалансов 
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Предполагая, что величина излома β ≤ π / 4, разложение выполним, удержав в 

убывающей геометрической прогрессии столько членов, чтобы величина последнего 

учитываемого слагаемого не превышала по модулю 5-6% основной. Для этого, как 

показывают оценки, достаточно ограничиться шестью членами прогрессии и такое 

разложение примет вид  
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Теперь, воспользуясь тригонометрическими формулами понижения степени [21], 

[22], которые для чётных n имеет вид 
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получим: 

2 1 1
cos cos2 ,

2 2
x x= +

 

4 3 4 1
cos cos2 cos4 ,

8 8 8
x x x= + +

 

6 10 15 6 1
cos cos2 cos4 cos6 ,

32 32 32 32
x x x x= + + +

 

8 35 56 28 8 1
cos cos2 cos4 cos6 cos8 ,

128 128 128 128 128
x x x x x= + + + +

 

10 126 210 120 45 10 1
cos cos2 cos4 cos6 cos8 cos10 .

512 512 512 512 512 512
x x x x x x= + + + + +

         (5) 
 

Подставив (5) в (4), после приведения подобных, будем иметь 
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Возводя, далее, полученное выражение во вторую степень, находим квадрат 

угловой скорости: 
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и после повторного использования формул понижения (5), выполнения преобра-

зования произведений в суммы и приведения подобных, получим  
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Подставляя (6) в (3), проводим преобразования, переводя полученные произве-

дения в сумму косинусов и, ограничиваясь в правой части учётом первых пяти 

гармоник, получаем уравнение в нужной форме 
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Для верификации полученного разложения на рис. 3 представлены графики правых 

частей уравнений (3), (7) для значения β = π / 4, P0 = 54. Их совпадение свидетель-

ствуют о высокой адекватности полученного результата. 

 

Рисунок 3 – Графики правых частей уравнений (3), (7) 

Аналитическое решение  

Рассмотрим (7), учтём линейность уравнения и воспользуемся, присушим ему 

свойством суперпозиции. Тогда стационарные колебания рабочего органа будут 

описываться выражением  
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в котором отдельные его составляющие могут быть получены методом гармони-

ческого баланса [23], [24]. 
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Если к этому добавить 
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то соотношения (8 – 10) в совокупности и описывают в аналитической форме при-

ближённое решение уравнения динамики одномассовой вибрационной машины с 

шарниром Гука в приводе трансмиссии. 

Для иллюстрации ипользования полученных результатов на рис.4 приведены графи-

ки перемещений (рис. 4а) и ускорений (рис. 4б) рабочего органа вибромашины, построен-

ные по соотношениям (8 – 10). Обратим внимание, что закон перемещений (рис. 4а) 

близок к гармоническому, а закон изменения ускорения (рис. 4б), как качественно, так и 

количественно, напоминает закон изменения вынуждающей силы (рис. 3). 

 
а)       б) 

Рисунок 4 – Графики колебаний рабочего органа для значений β = π / 4 и P0 = 54: 

а) перемещения; б) ускорения 
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Заключение 

Полученные результаты могут оказаться полезными на начальном этапе проекти-
рования, они облегчают подбор параметров вибрационной машины рассматриваемого 
типа, позволяют провести анализ амплитудных и фазовых характеристик движения рабо-
чего органа при их изменении и выбрать предварительные их значения. А уточнённые 
расчёты могут быть проведены уже непосредственным численным решением перво-
начальной дифференциальной модели. Помимо этого, следует отметить, что широкое 
применение нейронных сетей для решения задач аппроксимации [25], [26], распозна-
вания [27], классификации [28] и высокая их обучаемость свидетельствует о том, что 
нейронные сети могут стать хорошим подспорьем для получения приближённых 
зависимостей при решении задач динамики вибрационных механизмов и разработке 
методик расчёта их параметров. И использование элементов искусственного ин-
теллекта может стать альтернативой описанному выше подходу. 
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RESUME 
V. N. Belovodskiy, S. L. Bukin 
Analytical Analysis of the Dynamics Single-Mass Inertial Vibration Machine 
with a Shaft Fracture in the Drive Transmission 

Polyharmonic vibrations are effective in the processes of transportation, screening 
and enrichment. One of the options for their formation is to use the effects of nonlinear 
systems. Traditionally, the formation of nonlinearity in vibrating machines is carried out by 
installing elastic elements with gaps, however, this complicates the construction of the 
vibromachine and makes it difficult to adjust to the designed operating modes. For this 
reason, the search for simple ways of forming polyharmonic vibrations remains actual.  

In paper a single-mass vibrating machine with asynchronous gimbal transmission in 
the drive of a centrifugal oscillator is considered and an attempt has been made to obtain 
analytically an approximate solution describing the vertical polyharmonic motions of its 
working organ. 

A feature of the mathematical model of the machine is that its motion is described by 
the second order linear differential equation in which the disturbing force is formed by the 
rotation of the unbalances with a variable angular velocity. Considering this fact, the 
expansion of the angular velocity into a truncated Fourier series was obtained and on the 
base of it the stationary solution of the equation was found by superposition of partial 
solutions corresponding to its terms. Analytical expressions describing the disturbing force 
of the unbalances and the movement of the working organ in the finite form are derived. 

The results obtained allow preliminary calculations of amplitude and phase frequency 
characteristics for different values of the shaft fracture angle and to evaluate the level of 
higher harmonics generated by such a drive in the spectrum of displacements and 
accelerations of the working organ. 

РЕЗЮМЕ 
В. Н. Беловодский, C. Л. Букин 

Аналитический анализ динамики одномассовой инерционной вибромашины 
с изломом валов в трансмиссии привода 

В различных технологических процессах, в частности, процессах транспортиро-
вания, грохочения и обогащения эффективны полигармонические вибрации. Один из 
вариантов их формирования заключается в использовании эффектов нелинейных сис-
тем. Традиционно формирование нелинейности в вибромашинах осуществляется путем 
установки упругих элементов с зазорами, однако это усложняет конструкцию и затруд-
няет настройку на проектируемые режимы работы. Поэтому поиск простых способом 
формирования полигармонических вибраций в машинах технологического назначения 
остается актуальным.  

В работе рассматривается одномассовая вибрационная машина инерционного 
типа с шарниром Гука в приводе трансмиссии и проводится построение приближён-
ного аналитического решения, описывающего вертикальные полигармонические ко-
лебания её рабочего органа. 

Особенностью математической модели рассматриваемой вибрационной машины 
является переменная скорость вращения дебалансов, что является причиной негармо-
ничности возмущающей силы и полигармонических колебаний рабочего органа. В работе 
проводится разложение возмущающей силы в усечённый ряд Фурье и, согласно 
принципу суперпозиции, последующее определение стационарных режимов рабочего ор-
гана в виде суммы частных решений, соответствующих отдельным слагаемым этого ряда. 

Полученные результаты позволяют проводить построение амплитудно- и 
фазочастотных характеристик движений рабочего органа для различных углов 
излома валов, проводить оценку вклада старших гармоник в спектр его перемещений 
и ускорений и могут оказаться полезными на начальном этапе проектирования при 
выборе параметров вибромашины. 

Статья поступила в редакцию 10.02.2023. 


