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ON USE OF NEURAL NETWORKS FOR THE 
CONSTRUCTION OF ATTRACTION BASINS OF PERIODIC 
REGIMES OF NONLINEAR DYNAMIC SYSTEMS 

В статье анализируется перспективность использования нейронных сетей для построения 
областей притяжения периодических режимов нелинейных динамических систем. Рассмат-
ривается одномассовая модель вибрационной машины нелинейного типа с асимметричными 
упругими связями и ее колебания в зоне субгармонического резонанса порядка 1:2. При 
выбранных параметрах системы в данной зоне обнаружено два устойчивых периодических 
режимов. В работе проводится построение двухслойной нейронной сети, на одном из 
режимов системы проводится ее обучение и для отдельных начальных точек фазового 
пространства с использованием этой нейронной сети осуществляется диагностика характера 
поведения их орбит. Полученные результаты обнадеживают. 

Ключевые слова: одномассовая вибромашина, инерционный вибропривод, 

рабочий орган, упругие связи 

 
The article analyzes the prospect of using neural networks for construction of attraction areas of periodic 

regimes of nonlinear dynamic systems. A single-mass scheme of a nonlinear vibration machine with 

asymmetric elastic ties and its oscillations in the subharmonic resonance zone of the order of 1:2 are 

considered. For the selected system parameters, two stable periodic regimes were detected in this zone. 
In paper, the construction of a two-layer neural network is fulfilled, its training is carried out and for certain 

initial points of the phase space with use of this neural network the character of the behavior of their orbits 

is diagnosed. The results are encouraging. 

Key words: single-mass vibrating machine, inertial vibration drive, working body, 
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Введение 
Одним из характерных признаков нелинейных систем является свойство 

многорежимности – существование различных стационарных режимов при равных 

параметрах системы [1]. А множества соответствующих им начальных условий 

называются областями притяжения, их построение относится к числу ключевых задач 

теории и практики нелинейных динамических систем [2]. Известны, как анали-

тические, так и численные подходы к их построению. Так, в [3], сформулированы 

необходимые и достаточные условия асимптотической устойчивости тривиальных 

решений нелинейных систем обыкновенных дифференциальных уравнений. Они 

являются развитием прямого метода Ляпунова и построение области притяжения 

требует нахождения двух знакоопределенных функций, что, в конечном счете, 

сводится к построению приближенных вычислительных процедур для решения урав-

нений в частных производных. В работе [4] даны интегральные оценки эллипсоида 

асимптотической устойчивости тривиального решения в терминах норм матричного 

решения краевой задачи для дифференциального уравнения Ляпунова, использова-

ние которых позволяет построить ядро области притяжения рассматриваемого режима. 

Иные подходы к построению областей притяжения, основанные на использовании 

функций Ляпунова, описаны в работах [5], [6], причем в [5] построение функции-

претендента осуществляется с помощью нейронных сетей, а в [6] это сводится к 

решению задачи условной минимизации. В [7] вопросы притяжения решений расс-

матриваются для задачи о вертикальной устойчивости жесткого и гибкого стержня 

при вибрации основания, в [8] – рассматривается динамическая модель, состоящая 

из дифференциального и нелинейного уравнений и получены достаточные условия, 

обеспечивающие нулевую стабилизации решения на бесконечности. 

Однако, в силу простоты и универсальности, более популярны численные 

подходы, ассортимент которых достаточно разнообразен. Так, в работе [9] опреде-

ление границ бассейнов притяжения периодических режимов осуществляется путем 

перехода к  отрицательному времени и построением сепаратрис, в работе [10] описан 

ряд алгоритмов, предполагающих первоначально грубое выделение участков, содер-

жащих фрагменты границ, а затем - последующее  их уточнение путем детального 

сканирования выделенных участков, в работе [11] реализуется идея мультистарта – 

многократного численного решения систем дифференциальных уравнений для 

различных начальных точек, построение их орбит и контроль  их приближения к той 

или иной  неподвижной точке отображения Пуанкаре. Подводя итог, следует отметить, 

что численные методы, обладая прозрачной идеологией, достаточно трудоемки по 

времени, так как требуют решения системы дифференциальных уравнений на 

протяженном промежутке времени. На снижение вычислительной трудоемкости и 

направлена данная работа. Этого предполагается достичь за счет ранней ди-

агностики характера поведения орбит начальных точек при реализации метода 

мультистарта. 

В последние десятилетия к решению различных задач аппроксимации, клас-

сификации и распознавания [12-15] активно используются нейронные сети,  усили-

вается их популярность, интересные результаты дает их использование и к прог-

нозированию поведения динамических систем [16]. Учитывая эти обстоятельства, 

ниже и предпринимается попытка использования нейронных сетей для построения 

областей притяжения нелинейных систем.  
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Рассматривается динамическая система, возникающая при моделировании ко-

лебаний вибрационной машины с асимметричными упругими связями, и на примере 

простой нейронной сети проверяется возможность установления связи между на-

чальными участками орбиты исходной точки и предельной неподвижной точкой, 

соответствующей ей стационарного режима. Учитывая, что «можно получить сколь 

угодно точное приближение любой непрерывной функции многих переменных, ис-

пользуя операции сложения и умножения на число, суперпозицию функций, линей-

ные функции, а также одну произвольную непрерывную нелинейную функцию одной 

переменной» [17] есть основания полагать, что такой подход вполне имеет шансы на 

успех. 

 

1 Исследуемая система 
 

На рис. 1 представлена принципиальная схема такой вибромашины [18]. Гори-

зонтальные колебания ее рабочего органа в безразмерной форме   
 

а)  

б)  
Рисунок 1 – Приниципиальные схемы: 

а - вибрационной машины; б - её упругой системы 
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На рис. 2 показаны фрагменты зон притяжения ее двух периодических 

режимов в зоне субгармонического резонанса порядка 1:2. Первый из них – субгар-

монический с периодом 2T, где 2 /T pi =  - период возбуждения, а второй – квази-

гармонический или T - периодический. Этот фрагмент построен методом мульти-

старта, т.е. заданием начальных условий с шагом 0.01 по вертикали и горизонтали 

выбранного прямоугольника фазового пространства, последующем численном ин-

тегрировании уравнения (1) и оценке близости приближения орбиты начальной 

точки к той или иной неподвижной точке отображения Пуанкаре, соответствующей 

стационарном режиму системы. Учитывая, что в данном случае исследуется суб-

гармонические колебания, орбита формировалась из фазовых точек в моменты 

времени 2Tn = , 0,1,2...n =  движения системы.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
Рисунок 2 – Фрагмент областей притяжения периодических режимов системы (1)  

в субрезонансной зоне 

 

 

2 Проектирование и реализация нейронной сети 
 

Ограничимся построением двухслойной нейронной сети  прямого распростране-

ния с одним внутренним слоем [19], ее примерная структура представлена на рис. 3. 

Предполагается, что на вход сети поступают координаты двух соседних точек  орби-

ты, их линейные комбинации передаются на два нейрона внутреннего слоя и после 

координатной активации сигмоидом, их последующая линейная комбинация посту-

пает на выходной нейрон, что и будет являться результатом работы  сети.  

Таким образом, на рис. 3: 

– полагаем, что  n=2, m=2; 

– обозначим X1=(x11,x12), X2=(x21,x22) - соседние точки орбиты; 

– функция активации компонент f(xk)=1/(1+e-xk); 

– wi  - набор весовых коэффициентов. 

Математическое описание функционирования сети выглядит следующим образом.  



 Беловодский В. Н. 

 

Проблемы искусственного интеллекта 2023  № 4 (31) 60  

Б 

 
Рисунок 3 – Структура нейронной сети 
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Тогда, значение нейрона внешнего слоя  
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1 2( , )Y y y= аппроксимируемое значение, в данном случае это предельная 

точка орбиты или неподвижная точка отображения Пуанкаре, т.е. желаемый отклик 

нейронной сети. Тогда, ориентируясь на использование евклидовой нормы, квадрат 

ошибки нейронной сети для входной пары точек равен 
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Отсюда, суммарная ошибка сети по всему множеству входных пар точек, т.е. по 

множеству обучающей последовательности, равна  

                                                 H h=                                                            (3) 

Функцию (3) и необходимо минимизировать за счет выбора весов. 

Программная реализация сети выполнена в среде Matlab. Минимизация ошибки 

(3) и определение оптимальных параметров wk осуществлялась с помощью функции 

lsqnonln, реализующей минимизацию суммы квадратов компонент заданного вектора и 

использующей методы Гаусса-Ньютона и Левенберга-Марквардта [20]. 

 

3 Обучение нейронной сети 
В нейронной сети число искомых параметров равно 9. Это w1, w2, …, w9. Для 

определенности решения, не менее 9 должен быть и объем обучающей последова-

тельности. В программе он формировался на базе первых 11 точек орбиты начальной 

точки (1, -6) (рис. 3) 

Х=[1.0000 -6.0000;  -1.4910 -5.7100 ;    -2.2351 -6.0904 ;    -2.4332  -6.6862  ;  -2.4500 -

7.3823 ;   -2.3829 -8.1259 ;    -2.2601  -8.8841; -2.0920 -9.6231 ;  -1.9029  -10.3109 ; -

1.7031 -10.9305  ;  -1.5048   -11.4639 ]. 

Предельной точкой орбиты или желаемым откликом нейронной сети являлась точка 

Y*=(-0.6625,-13.4618). 

Обучение сети проводилось следующим образом. Последовательные пары точек 

орбиты, т.е. (X1, X2), затем, ( X2, X3) и т.д., (X10, X11),  подавались на вход нейронной сети, 

на основании (2) формировался вектор ошибок обучающей последовательности и 

подбором весов с использованием функции lsqnonln производилась оптимизация его 

нормы, т.е. минимизация суммарной ошибки (3).  

Для определения глобального минимума и равномерного зондирования про-

странства параметров начальные значения весовых коэффициентов варьировались и 

выбирались в единичном кубе W={(w1,w2,…,w9), wk [0,1]} из числа точек последо-

вательности Соболя [21], которая  обладает высокими равномерными свойствами. 

Для иллюстрации последовательности приведем первые ее точки  

w1=[ 

  0.5000  0.5000  0.5000  0.5000  0.5000  0.5000  0.5000  0.5000  0.5000 ; 

  0.2500  0.7500  0.2500  0.7500  0.2500  0.7500  0.2500  0.7500  0.7500; 

  0.7500  0.2500  0.7500  0.2500  0.7500  0.2500  0.7500  0.2500  0.2500 ;  

 0.1250  0.6250  0.8750  0.8750  0.6250  0.1250  0.3750  0.3750  0.8750 ;  

 0.6250  0.1250  0.3750  0.3750  0.1250  0.6250  0.8750  0.8750  0.3750 ; 

  0.3750  0.3750  0.6250  0.1250  0.8750  0.8750  0.1250  0.6250  0.1250 ; 

  0.8750  0.8750  0.1250  0.6250  0.3750  0.3750  0.6250  0.1250  0.6250;  

 0.0620  0.9370  0.6870  0.3125  0.1875  0.0625  0.4375  0.5625  0.8125 ] 

и на рис. 4 – скриншот проекций 32-х точек этой последовательности на плоскость 

w2-w3. 

Из набора полученных, для каждой начальной точки, минимальных значений 

H выбиралось наименьшее, в данном случае оно соответствовало шестой точке ука-

занного выше перечня начальных условий, минимальное значение ошибки составило 

minH= 3.5375e-07, а оптимальный набор весовых коэффициентов был равен 

wopt(6,:) = 

   13.6277   -4.8467   -8.4857   25.2820    3.2953    2.8703   -9.6375   -3.8244   12.7995. 
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Он и был принят в качестве результата обучения сети. 

 
Рисунок 4 – Проекции точек последовательности Соболя на плоскость w2-w3 

    

4 Вычислительные эксперименты 
 

Проводились, чтобы оценить целесообразность использования нейронных сетей 

для построения областей притяжения. С этой целью рассматривались различные точки 

области рис. 2, они принимались в качестве начальных, для каждой из них проводилось 

численное интегрирование уравнения (1), построение орбиты и определялись ошибки 

отклика нейронной сети от неподвижной точки системы для начальных участков этой 

орбиты. Полученные результаты оказались обнадеживающими и это иллюстрируется на 

рис. 5. Дадим к нему некоторые пояснения.  

 
Рисунок 5 – Ошибки нейронной сети для отдельных орбит 
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Напомним, что нейронная сеть  построена по данным орбиты точки С(1,-6) и 

позволяет получить величину отклонения ее отклика, полученного для входной пары 

точек, от неподвижной точки отображения Пуанкаре, в данном случае, 2-го режима. 

Это отклонение и принимается в качестве ошибки нейронной сети для данной пары 

точек. На рис. 5 приведены ошибки для орбит точек A, B, D. Они определялись для 

второго их участка, т.е. для пары точек (X2, X3) каждой из них. Сравнение получен-

ных значений и значительный разброс в их величинах, в зависимости от характера 

притяжения орбит, дает основание рассчитывать на возможность успешного приме-

нения нейронной сети для диагностики точек области  по начальным участкам их 

орбит и в произвольном случае.  

 

Заключение 
 

Подведем некоторые итоги. 

В работе рассмотрена нелинейная динамическая система 2-го порядка, возни-

кающая при моделировании колебаний вибрационной машины с асимметричным 

упругими связями и проведен анализ ее колебаний в зоне субгармонического резо-

нанса порядка 1:2. В области фазового пространства, содержащей начало координат, 

проведено построение двухслойной нейронной сети, позволяющей определять  от-

клонение ее отклика, определяемого по двум входным точкам, от неподвижной 

точки стационарного режима  динамической системы. Программная реализация сети 

выполнена в среде Matlab.  

Проведены вычислительные эксперименты, в ходе которых определялась ошибка 

отклонения отклика нейронной сети для начальных участков орбит произвольных 

начальных точек. Полученные результаты показывают, что уже на ранней стадии 

построения орбиты нейронная сеть начинает «чувствовать» характер ее поведения, 

что позволяет диагностировать начальную точку и устанавливать ее  принадлеж-

ность той или иной области притяжения. Этот факт оправдывает продолжение 

исследований в этом направлении и разработку алгоритма построения областей 

притяжения с использованием нейронных сетей.   

В общих чертах он представляется следующим.  

Для данной динамической системы определяются все неподвижные точки, соответ-

ствующие стационарным периодическим режимам, и для каждой из них формируется 

своя нейронная сеть. Далее, выбирается область фазового пространства, с заданным 

шагом по каждой координате выполняется ее сканирование и методом мультистарта 

определяются, в идеале, по 2-3 точки орбиты, по которым определяются ошибки 

нейронных сетей. По результатам сравнения, начальная точка считается принадлежащей 

бассейну притяжения того режима, для которого ошибка является наименьшей.  

В случае успеха, такой подход может позволить существенно снизить трудо-

емкость известных алгоритмов сканирования и сократить время построения областей 

притяжения при глобальном анализе нелинейных динамических систем.  
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RESUME 

V. N. Belovodskiy 
On Use of Neural Networks for the Construction of Attraction Basins  
of Periodic Regimes of Nonlinear Dynamic Systems 

Finding the areas of attraction is one of the key problems of nonlinear dynamical 

systems. Numerical approaches of their construction, based on the ideas of multi start, that 

is, multiple solutions of systems of differential equations for various initial conditions, are 

simple, understandable and for this reason the most popular. However, their significant 

disadvantage is the need to continue solutions for their reliable identification for a 

sufficiently long period of time, which entails a high computational complexity of such 

approaches. And one of the options for its reduction is seemed to be possible by 

establishing a criterion for early diagnosis of the selected point of the phase space by the 

initial sections of its orbit.  

In the article, an attempt to select such a criterion is carried out on the way of using 

neural networks. This idea is tested on the example of a nonlinear system of differential 

equations that arises when modeling a single-mass vibrating machine with asymmetric 

elastic bonds. Its oscillations in the zone of subharmonic resonance of the order of 1:2 are 

considered, the design of a two-layer neural network of direct propagation is carried out, it 

is implemented in the Matlab modeling environment and its training is carried out on one 

of the orbits. Then it is tested for randomly selected control initial points of the phase 

space, which gave encouraging results and demonstrated the fundamental possibility of 

performing early diagnostics and establishing their affiliation based on the analysis of the 

first sections of their orbits. This result justifies the continuation of research and the 

development of an algorithm for constructing areas of attraction on this basis. 

 

 
РЕЗЮМЕ 

В. Н. Беловодский 
Об использовании нейронных сетей к построению областей притяжения 
периодических режимов нелинейных динамических систем 

Нахождение областей притяжения является одной из ключевых задач дина-

мики нелинейных систем. Численные методы их построения, основанные на идее 

мультистарта – многократном решении системы дифференциальных уравнений для 

различных начальных условий, просты, понятны и поэтому наиболее популярны. 

Однако существенным их недостатком является необходимость продолжения реше-

ний на достаточно большом промежутке времени, что влечет высокую вычис-

лительную трудоемкость таких подходов. Одним из вариантов ее снижения является 

установление надежного критерия ранней диагностики выбранной точки фазового 

пространства по начальным участкам ее орбиты. 
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В статье возможность подбора такого критерия анализируется на пути ис-

пользования нейронных сетей. Эта идея апробируется на примере нелинейной 

системы дифференциальных уравнений, возникающей при моделировании одномас-

совой вибрационной машины с асимметричными упругими связями. Рассматривают-

ся ее колебания в зоне субгармонического резонанса порядка 1:2, допускающей 

многорежимность, проводится проектирование двухслойной нейронной сети прямого 

распространения, она реализуется в среде моделирования Matlab и на одной из орбит 

осуществляется ее обучение. Последующее ее тестирование для отдельных произ-

вольно выбранных контрольных начальных точек фазового пространства дает обна-

деживающие результаты и демонстрирует принципиальную возможность выпол-

нения такой диагностики  и установления принадлежности начальной точки к той 

или иной области притяжения  на основе анализа первых участков ее орбиты. Этот 

результат следует рассматривать как предварительный, но он оправдывает продол-

жение исследований и разработку алгоритма построения областей притяжения с 

использованием нейронных сетей.   
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