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MEDIUM 

В работе рассматриваются математические модели процессов, основу которых составляют 
краевые задачи для уравнений математической физики, и способы решения поставленных 
задач на базе методов конечных разностей. Для совершенствования параметров технологий 
необходимо проводить исследование процессов, наиболее эффективным методом исследо-
вания является математическое моделирование.  
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The paper considers mathematical models of processes based on boundary value problems for 

equations of mathematical physics, and ways to solve problems based on finite difference 

methods. To improve the parameters of technologies, it is necessary to conduct a study of 

processes, the most effective research method is mathematical modeling.  

Keywords: physical process, mathematical model, boundary value problem, algorithm, 

numerical method.  
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Введение 
 

Производство технологических материалов включает в себя различные физические 

процессы, которые применяются для получения конечных продуктов с нужными 

свойствами и характеристиками. Неравновесные физические процессы являются 

важной составляющей технологии производства различных материалов, применяе-

мых в технике и народном хозяйстве. Решение проблемы совершенствования пара-

метров технологии реализации процессов требует их всесторонних исследований. 

Актуальность. Наиболее эффективным методом исследования является матема-

тическое моделирование. Ввиду сложности математических моделей, их реализация 

требует применения численных методов и компьютерных средств. Детерминирован-

ные модели процессов основываются на краевых задачах математической физики, 

для решения которых широко применяются методы конечных разностей. В этой 

связи тема работы является актуальной. 

Цель работы - исследование способов применения метода конечных разностей 

к реализации математических моделей неустановившихся физических процессов. 

Объектом исследования данной работы является нестационарные физические про-

цессы, осуществляемые при производстве различных материалов. Предметом иссле-

дования является математические модели процессов и алгоритмы решения краевых 

задач, составляющих их основу, с применением методов конечных разностей. 

Основное содержание. Рассмотрим решение задач математического моделиро-

вания на примере процесса обезвоживания влажного обогащенного угля. 

В настоящее время получила распространение наиболее эффективная техноло-

гическая схема обезвоживания, получившая наименование «сушка в кипящем слое».  
При исследовании процесса выделим три основных величины, изменение кото-

рых будет исследоваться: температура, концентрация и скорость влажного сыпучего 

материала. Имеющийся математический аппарат уравнений в частных производных 

позволяет моделировать распределение этих величин no сечению камеры сушилки. 

Уравнение математической физики для построения модели [1], [4], [5]. 

Основные уравнения, используемые для построения моделей, представляют собой 

частный случай системы Навье - Стокса: 

2

2

y

u

dx

dP

y

u
v

x

u
u




+−=












+




 

                                       (1) 

0=



+





y

v

x

u                                                        (2) 

где     ρ – плотность текущего вещества, кг·с2/м4; 

          μ – коэффициент вязкости, кг·с/м2; 

         Р – давление, кг/(м·с2); 

          и=и(х,у),   v=v(х,у) – компоненты вектора скорости vjuiw


+= . 

Введем характерные параметры: 

l – характерный размер (например, длина камеры), м; 

V – характерная скорость, м/с. 

Примем безразмерные величины: 
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Тогда система (1), (2) примет вид: 
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Уравнение (1) перепишем в виде: 
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Здесь  /Vl  – безразмерный параметр – число Рейнольдса. 

Отдельно рассмотрим слагаемое 
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где constVconst ==  , . Величина )/( 2VP   является безразмерным давле-

нием: )/( 2VPP =  . 

Тогда система (1) – (2) переходит к виду: 
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Дальнейшее преобразование системы (3) – (4) направлено на исключение числа 

Рейнольдса [2], [3]: 
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Переобозначив переменные (опустив штрихи), получим окончательную систему: 
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B этой системе все величины безразмерные. Физический смысл условия (6) 

состоит в том, что внутри области источники и стоки отсутствуют: 

.0 ==



+




wdiv

y

v

x

u   

Массовые силы, т.е. силы тяжести в системе (5), (6) отсутствуют, т.к. при 

движении однородной жидкости ( const= ) они исключаются из (5). 
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Рассмотрим формирование математической модели процесса распределения 

температуры. Такие задачи относятся к классу краевых задач со смешанными 

краевыми условиями, а само уравнение есть уравнение эллиптического типа [2], [4]. 

Дифференциальное уравнение распределения температуры и краевые условия 

имеют следующий вид [3], [5]: 
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Краевые условия: 
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где    U  – температура поступающего газа; 

         c  – удельная теплоемкость сыпучей среды; 

          – плотность среды; 

          – скорость поступающего газа; 

         k  – коэффициент теплопроводности среды; 

           – коэффициент теплообмена; 

         S
T

 – температура внешнего слоя (окружающей среды). 

Для решения полученной краевой задачи она сводится к безразмерному виду, 

когда 10  x , 10  y . Полученная в результате сеточной аппроксимации система 

линейных алгебраических уравнений решается методом матричной прогонки, 

предложенным M.B. Келдышем [5]. 

Алгоритм численного решения строится на основании системы алгебраических 

уравнений, полученных по методу конечных разностей. 
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Неявная схема аппроксимации: 
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Пусть p, q, r, g соответственно приближенное решение системы: 
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Запишем систему для решения методом матричной прогонки [5]: 
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Формулы прогонки: 
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Анализ результатов 

  
Рисунок 1 – Распределение температуры в камере сушки 
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На рис. 1 представлены результаты численного решения поставленной краевой 

задачи. 

Из представленных результатов следует, что предложенная модель дает возмож-

ность исследовать влияние на распределение температуры таких параметров, как 

плотность газораспределительной решетки, температура поступающих газов, 

геометрические размеры сушильного аппарата, и обосновывать их рациональные 

значения при проектировании технологического оборудования. 

 

Выводы 
Рассмотрена общая схема технологии процесса обезвоживания влажных неод-

нородных масс на примере обезвоживания влажного обогащенного угля. Сформиро-

ваны математические модели в виде краевых задач для уравнений математической 

физики. 

Выполнена численная реализация сформированных моделей по методу конеч-

ных разностей. 

Выполнен анализ результатов решения задачи математического моделирования 

неравновесных физических процессов, обеспечивающих обезвоживание влажного 

сыпучего материала на примере сушки обогащенного угля, установлена адекват-

ность математических моделей. Разработанные детерминированные математические 

модели основных процессов, происходящих при сушке влажного сыпучего материа-

ла в аппаратах «кипящего слоя», представляют процесс как объект с распределенными 

параметрами и дают возможность предварительного теоретического исследования и 

обоснования рациональных технологических параметров при проектировании 

сушильного оборудования. 
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RESUME 
Е. V. Perinskaya  
Mathematical Models and Computational Algorithms for the Study  
of Nonstationary Thermodynamic Processes in a Continuous Medium. 

The production of technological materials includes various physical processes that 
are used to obtain end products with the desired properties and characteristics. 
Nonequilibrium physical processes are an important component of the production 
technology of various materials used in engineering and national economy. Solving the 
problem of improving the parameters of the technology for implementing processes 
requires their comprehensive research. The most effective research method is mathematical 
modeling. Due to the complexity of mathematical models, their implementation requires 
the us 

The general scheme of the technology of the process of dehydration of wet 
heterogeneous masses is considered on the example of dehydration of wet enriched coal. 
Mathematical models have been formed in the form of boundary value problems for 
equations of mathematical physics. The numerical implementation of the generated models 
using the finite difference method is performed. 

The numerical implementation of the generated models using the finite difference 
method is performed. The analysis of the results of solving the problem of mathematical 
modeling of nonequilibrium physical processes ensuring the dehydration of wet bulk 
material on the example of drying enriched coal is carried out, the adequacy of 
mathematical models is established 

The developed deterministic mathematical models of the main processes occurring 
during drying of wet bulk material in "fluidized bed" apparatuses represent the process as 
an object with distributed parameters and provide an opportunity for preliminary 
theoretical research and justification of rational technological parameters in the design of 
drying equipment. 
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РЕЗЮМЕ 
Е. В. Перинская 
Математические модели и вычислительные алгоритмы исследования 
нестационарных термодинамических процессов в сплошной среде 

Производство технологических материалов включает в себя различные физиче-

ские процессы, которые применяются для получения конечных продуктов с нужны-

ми свойствами и характеристиками. Неравновесные физические процессы являются 

важной составляющей технологии производства различных материалов, приме-

няемых в технике и народном хозяйстве. Решение проблемы совершенствования па-

раметров технологии реализации процессов требует их всесторонних исследований. 

Наиболее эффективным методом исследования является математическое моделиро-

вание. Ввиду сложности математических моделей, их реализация требует примене-

ния численных методов и компьютерных средств. Детерминированные модели про-

цессов основываются на краевых задачах математической физики, для решения 

которых широко применяются методы конечных разностей. В этой связи тема ра-

боты является актуальной. 

Цель работы - исследование способов применения метода конечных разностей 

к реализации математических моделей неустановившихся физических процессов.  

Рассмотрена общая схема технологии процесса обезвоживания влажных не-

однородных масс на примере обезвоживания влажного обогащенного угля. Сформи-

рованы математические модели в виде краевых задач для уравнений математической 

физики. 

Выполнена численная реализация сформированных моделей по методу конеч-

ных разностей. 

Выполнена численная реализация сформированных моделей по методу конечных 

разностей. Выполнен анализ результатов решения задачи математического модели-

рования неравновесных физических процессов, обеспечивающих обезвоживание 

влажного сыпучего материала на примере сушки обогащенного угля, установлена 

адекватность математических моделей 

Разработанные детерминированные математические модели основных процес-

сов, происходящих при сушке влажного сыпучего материала в аппаратах «кипящего 

слоя», представляют процесс как объект с распределенными параметрами и дают воз-

можность предварительного теоретического исследования и обоснования рациональ-

ных технологических параметров при проектировании сушильного оборудования. 
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