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ERROR IN PRAEDICTIONE  
SITUS PROXIMAE IMAGINIS PELLICULAE 
 
В статье рассматривается погрешность прогнозирования следующего кадра съёмки, 
основанного на решении динамической и кинематической модели перемещения камеры, при 
условии, что камера жёстко закреплена на борту аппарата. Полученные математические 
зависимости погрешности от различных условий, в отличие от часто использующихся для этой 
цели нейронных сетей, дают математические зависимости, из которых легко получить 
необходимые численные характеристики. 
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This article examines the error in predicting the next frame based on a dynamic and kinematic model 
of camera movement, assuming the camera is rigidly mounted on board the vehicle. The resulting 
mathematical dependencies of the error on various conditions, unlike neural networks often used for 
this purpose, yield mathematical dependencies from which the necessary numerical characteristics 
can be easily derived. 

Keywords: detection, forecasting, error 
 
Hic articulus errorem in praedictione proximae imaginis examinat, fretus exemplo dynamico et 
cinematico motus camerae, assumendo cameram rigide in vehiculo affixam esse. Dependentiae 
mathematicae erroris a variis condicionibus resultantes, dissimiles retibus neuralibus saepe ad hunc 
finem adhibitis, dependentias mathematicas gignunt, ex quibus notae numericae necessariae facile 
derivari possunt. 
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Введение 
 

Прогнозирование следующего кадра съемки позволяет используется в алгоритмах 
обнаружения и детекции объектов, в оптической одометрии, оптической навигации и 
других приложениях. Эффективность этих алгоритмов в значительной мере зависит 
от погрешности прогнозирования кадра съемки. 

Ниже описан способ вычисления погрешности прогнозирования кадра съёмки, 
основанного на решении динамической модели камеры, при условии, что камера жёстко 
закреплена на борту аппаратуры. Из полученных прямых математических зависимостей 
легко получить необходимые численные характеристики погрешности при различных 
условиях. В отличие от часто используемого для этой цели анализа нейронных сетей [1], 
[2], которые дают параметры только конкретной реализации, полученные математиче-
ские зависимости дают универсальный способ получения необходимые численные 
характеристики и даже дать рекомендации по выбору лучшей конструкции аппарата. 

Общая постановка задачи. Пусть в момент времени t положение и ориентация 
камеры задаются [3], [4] вектором состояния   𝐱(𝑡) ∈ ℝ𝑛, где n – размерность модели 
(обычно n=12 : 3 координаты положения, 3 скорости, 3 угла Эйлера или кватерниона, 
3 угловые скорости). 

Для простоты считаем, что камера жёстко закреплена на корпусе ЛА, поэтому 
её положение и ориентация в глобальной (инерциальной) системе координат полностью 
определяются x(t) и известной калибровкой [5], [6] (внешними параметрами камеры) 
𝐓𝒄𝒃 ∈ 𝑆𝐸(3) – преобразованием из системы координат корпуса в систему координат 
камеры. Случай, когда камера имеет поворотное устройство не трудно получить из 
предлагаемых выкладок. 

Цель прогнозирования: по текущему состоянию  𝐱(𝑡0)  и динамической модели 𝐱̇ =
𝑓(𝐱, 𝐮, 𝑡)  (где u(t) – управление) предсказать изображение сцены в момент  𝑡0 + Δ𝑡. 
Это эквивалентно [7] прогнозированию проекции точек сцены на изображение, что 
зависит от положения камеры 𝐏(𝑡0 + Δ𝑡) ∈ 𝑆𝐸(3). 

Источники погрешности 

Погрешность прогнозирования кадра  𝛿𝐼 обусловлена следующими факторами: 
1) погрешность модели динамики 𝛿𝐱𝑚𝑑𝑙  : модель f несовершенна (упрощения, 

неучтённые возмущения и т. д.). 
2) погрешность начальных условий  𝛿𝐱0 : неточное знание 𝐱(𝑡0) . 
3) погрешность управления 𝛿𝐮  : неточное знание или прогноз относительно 

будущего управления. 
4) погрешность интегрирования  𝛿𝐱𝑛𝑢𝑚 : численные ошибки при решении ОДУ. 
5) погрешность внешней калибровки 𝛿𝐓𝑐𝑏 : неточное определение положения/ 

ориентации камеры относительно корпуса. 
6) погрешность модели сцены: если прогноз основан на 3D-модели сцены, то её 

неточности также вносят свой вклад. 
Ниже мы сосредоточимся на первых четырёх, поскольку они непосредственно 

связаны с динамикой камеры. 
Обозначим: 𝐱̂(𝑡) – прогнозируемое состояние (решение модели), 𝐱̌(𝑡) – истин-

ное состояние, 𝐏(𝑡) = 𝚽(𝐱(𝑡)) ∈ 𝑆𝐸(3) – положение камеры, полученное из состоя-

ния с помощью известного отображения  𝚽 (включающего 𝐓𝑐𝑏). 
Тогда погрешность позы [8] камеры: 
 

 𝛿𝐏(𝑡) =  𝐏̌(𝑡) ⊖  𝐏̂(𝑡),       (1) 
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где ⊖ — операция «разности» в SE(3) (например, через логарифмическое 

отображение в se(3)). Линеаризуем отображение 𝚽 в окрестности 𝐱̂(𝑡): 
 

 𝛿𝐏(𝑡) ≈  𝐉𝚽(𝑡) ⋅ 𝛿𝐱(𝑡),     (2) 
 

где   𝐉𝚽(𝑡) =
𝜕𝚽

𝜕𝐱
⌉

𝐱̂(𝑡)
 ∈ ℝ6х𝑛       (3) 

 

– якобиан преобразования состояния в позу камеры. Он имеет 6 параметров: 3 

трансляции и 3 угла. 

Погрешность состояния  

Погрешность состояния обозначим как  𝛿𝐱(𝑡). Эта погрешность есть разница 

между фактическим и предсказанным состоянием: 
 

  𝛿𝐱(𝑡) = 𝐱̌(𝑡) − 𝐱̂(𝑡).       (4) 

Тогда динамика этой погрешности описывается вариационным уравнением [9], 

[10], (похожим на уравнение состояния в уравнении Калмана [11, 12]): 
 

𝛿𝐱̇(𝑡) = 𝐀(𝑡)𝛿𝐱(𝑡) + 𝐁(𝑡)𝛿𝐮(𝑡) + 𝜀(𝑡),     (5) 

где: 

𝐀(𝑡) =
𝜕𝒇

𝜕𝐱
⌉

𝐱̂(𝑡),𝐮(𝑡)
 – матрица Якоби [13] динамики, 

 

𝐁(𝑡) =
𝜕𝒇

𝜕𝐮
⌉

𝐱̂(𝑡),𝐮(𝑡)
– влияние ошибки управления, 

𝜀(𝑡) – ошибка модели (разница между истинной и модельной динамикой). 

Решение этого линейного неоднородного уравнения [14]: 
 

𝛿𝐱( 𝑡0 + Δ𝑡) = 𝚽(𝑡0 + Δ𝑡, 𝑡0)𝛿𝐱0 + ∫ 𝚽(𝑡0 + Δ𝑡, 𝜏)
𝑡0+Δ𝑡

𝑡0
[𝐁(𝜏)𝛿𝐮(𝜏) + 𝜀(𝜏)]𝑑𝜏, (6) 

 

где 𝚽(𝑡, 𝑡0)— фундаментальная матрица решений (матрица перехода) системы 

𝛿𝐱̇(𝑡) = 𝐀(𝑡)𝛿𝐱(𝑡). 

 

Погрешность проецирования точки на изображение 

Пусть 𝐗(𝑡) ∈ ℝ3  — трёхмерная точка сцены в глобальной системе координат. 

Её проекция 𝐩  [6] на изображение: 
 

𝐩 = 𝜋(𝐏−1𝐗̃)      (7) 
 

где  𝐗̃ =[𝐗𝐓, 𝟏]T,  𝜋(. ) - функция проецирования камеры (включает внутренние 

параметры). Погрешность проекции:  
 

𝛅𝐩 ≈ 𝐉𝛑(𝑡) ⋅ 𝛿𝐏,  

где 𝐉𝛑 =
𝝏𝝅

𝝏𝑷
   — якобиан проекции по положению камеры (размер 2×6). 

Подставляя  𝛅𝐏 ≈ 𝐉𝚽(𝑡) ⋅ 𝛿𝐱, получаем: 
 

𝛅𝐩 ≈ 𝐉𝛑(𝑡) ⋅ 𝐉𝚽(𝑡) ⋅ 𝛿𝐱(𝑡0 + Δ𝑡).     (8) 
 

Или так: 

𝛅𝐩 ≈ 𝐉𝐭𝐨𝐭(𝑡) ⋅ 𝛿𝐱(𝑡0 + Δ𝑡)    (9) 
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где: 

 𝐉𝐭𝐨𝐭(𝑡) = 𝐉𝛑(𝑡) ⋅ 𝐉𝚽(𝑡).        (10) 
 

Итоговая погрешность проекции зависит от: 

– чувствительности проекции к положению камеры 𝐉𝛑, 

– чувствительность положения к состоянию ЛА 𝐉𝚽, 

– накопленной ошибки состояния 𝛿𝐱(𝑡0 + Δ𝑡) , которая, в свою очередь, зависит 

от начальной ошибки, ошибки модели, управления и ошибки численного ин-

тегрирования. 

Оценка величины погрешности 
 

Если предположить, что все источники ошибок ограничены: 
 

‖𝛿𝐱0‖ ≤ 𝜎0,    ‖𝛿𝐮(𝑡)‖ ≤ 𝜎𝑢, ‖𝛿𝜀(𝜏)‖ ≤ 𝜎𝜀, ‖𝛿𝐓𝑐𝑏‖ ≤ 𝜎с,            (11) 

и если известна оценка нормы фундаментальной матрицы: 
 

‖𝚽(𝑡, 𝑡0)‖ ≤ 𝑘(𝑡 − 𝑡0)      (12) 
 

Худший случай, (например, экспоненциальный рост при неустойчивой динами-

ке), то можно получить верхнюю границу: 

‖𝛅𝐩‖ ≤ ‖𝐉𝐭𝐨𝐭‖ ∙ [𝑘(∆𝑡)𝜎0 + ∫ 𝑘(∆𝑡 − 𝜏)(‖𝐁‖𝜎𝑢 + 𝜎𝜀)𝑑𝜏
∆𝑡

0
] + ‖𝐉𝛑‖𝜎с (13) 

 

Эта формула показывает, что погрешность прогноза кадра растёт со временем 

прогноза ∆𝑡, усиливается при неустойчивой динамике (большой 𝑘), чувствительна к 

ошибкам в начальных условиях и управлении, зависит от геометрии сцены (через 𝐉𝛑: 

точки, расположенные ближе к краю кадра или на большом расстоянии, дают боль-

шую погрешность). 

Рассмотрим конкретный пример для упрощённой модели и численную оценку для 

типичных параметров перемещаемой платформы. Возьмем 3D-модель, такую, что текущее 

значение углов Эйлера всегда известно. Для этого примера [15-17] примем следующие 

допущения: состояние платформы описывается так положение центра масс: 𝐫 =
[𝑥, 𝑦, 𝑧]𝑇 ∈ ℝ3, скорость равна 𝐯 = [𝑥̇, 𝑦̇, 𝑧̇]𝑇 ∈ ℝ3 ,углы Эйлера (тангаж  𝜃, рыскание 

𝜓 , крен 𝜙 ): 𝛈 = [𝜙, 𝜃, 𝜓]𝑇 ∈ ℝ3 и угловая скорость: 𝛚 = [𝑝, 𝑞, 𝑟]𝑇 ∈ ℝ3. 

Таким образом, движение описывается вектором:  𝐱 = [𝐫𝑻,  𝐯𝑻, 𝛈𝑻, 𝛚𝑻]𝑇 ∈ ℝ12. 

Углы Эйлера считаются точно известными в каждый момент времени (например, 

благодаря высокоточному датчику). То есть погрешность в 𝛈 отсутствует: 𝛿𝛈(𝒕) = 𝟎 

Камера жёстко закреплена в точке 𝐫𝒄
𝒃 в системе координат корпуса, без поворота 

относительно корпуса (для простоты): 
 

𝐓𝒄𝒃 = |𝐉𝟑 𝐫𝒄
𝒃

0 1
| 

 

Динамическая модель здесь – упрощённая кинематическая модель движения 

центра масс и вращения: 

𝐫̇ = 𝐯,  𝐯̇ = 𝐚 – известное (или прогнозируемое) ускорение, 

𝛈̇ = 𝐖(𝛈)𝛚, где W – матрица связи угловой скорости и производных углов 

Эйлера, 

𝛚̇ = 𝛂 — прогнозируемое угловое ускорение. 
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Но поскольку 𝛈(t) известно точно, мы можем не моделировать его динамику, а 

использовать как заданную функцию времени. 

Погрешность возникает только из-за неточного прогноза 𝐫(t) и 𝐯(t), то есть из-

за ошибок в ускорении  𝐚(t). 

Оценим погрешность проецирования точки сцены 𝐗(𝑡) ∈ ℝ3 на изображение в 

момент 𝑡 = 𝑡0 + Δ𝑡 , обусловленную ошибкой прогноза положения камеры  𝛿𝐫𝒄(t). 

1) Позиция для съёмки 

Положение камеры в глобальной системе: 
 

 𝐫𝒄(t) = 𝐫(t) + 𝐑(𝛈(t))𝐫𝒄
𝒃  где 𝐑(𝛈) ∈ 𝑆𝑂(3)     (14) 

– матрица поворота из локальной системы координат в глобальную (строится на 

основе углов Эйлера). 

Поскольку 𝛈(t) известно точно, ошибка в 𝐫𝒄(t) обусловлена только ошибкой в 𝐫(t): 
 

δ𝐫𝒄(t) = δ𝐫(t).      (15) 

Ориентация камеры 𝐑𝒄 = 𝐑(𝛈(t)) – без ошибок. 

2) Прогноз местоположения и его погрешность 

Пусть ускорение моделируется как 𝐚̂(t), но истинное ускорение –  𝐚̌(𝑡) = 𝐚̂(t) +
𝛆𝒂(t), где   ‖𝛆𝒂(t)‖ ≤ 𝜎𝑎,    . 

Тогда ошибка в положении за  ∆𝑡: 
 

𝛿𝐫(𝑡0 + Δ𝑡) = ∫ ∫ 𝛆𝒂(t)𝑑𝑠𝑑𝜏
𝜏

𝑡0

𝑡0+Δ𝑡

𝑡0
     16) 

 

Если   𝛆𝒂(t) постоянно (это в худшем случае), то: 

‖𝛿𝐫‖ ≤
1

2
𝜎𝑎(Δ𝑡)2.      (17) 

 

Если есть ошибка и в начальной скорости  𝛿𝐯𝟎, то: 

𝛿𝐫 = 𝛿𝐯𝟎Δ𝑡 +
1

2
𝜎𝑎(Δ𝑡)2     (18) 

 

3) Проекция на изображение 

Пусть внутренние параметры камеры заданы матрицей 𝐊 ∈ ℝ3𝑥3. Тогда проек-

ция точки X в пиксельные координаты: 
 

𝐩̃ = 𝐊𝐑𝒄
𝑻(𝐗 − 𝐫𝒄)     (19) 

 

где 

𝐩 = |

𝑝̃𝑥

𝑝̃𝑧

𝑝̃𝑦

𝑝̃𝑧

|      (20) 

Линеаризуем по  𝐫𝒄. Обозначим координаты точки в системе камеры: 
 

𝐗𝒄 = 𝐑𝒄
𝑻(𝐗 − 𝐫𝒄) = [𝑋𝒄, 𝑌𝒄, 𝑍𝒄]𝑻    (21) 

 

𝑓𝑥, 𝑓𝑦— фокусные расстояния (из K). 

Тогда якобиан проекции при смещении камеры: 

𝜕𝐩

𝜕𝐫𝒄
= −

1

𝑍𝒄
|
𝑓𝑥 0 −𝑓𝑥

𝑋𝒄

𝑍𝒄

0 𝑓𝑦 −𝑓𝑦
𝑌𝒄

𝑍𝒄

| 𝐑𝒄
𝑻    (22) 
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Обозначим эту матрицу как  𝐉𝑝 ∈ ℝ2𝑥3.. 

Тогда погрешность проекции будет равна: 
 

 𝛿𝐩 = 𝐉𝑝𝛿𝐫𝒄       (23) 
 

Численный пример. 

Пусть: Δ𝑡 =0.5 с, 𝜎𝑎=0.2м/с2 (типичная ошибка в моделировании ускорения БПЛА) 

𝛿𝐯𝟎=0 (идеальная начальная скорость), 𝐫𝒄
𝒃=[0.2,0,0.1]T м (камера смещена вперёд и вверх), 

Углы Эйлера (тангаж  𝜃 = 10° , рыскание 𝜓 = 45° , крен 𝜙 = 0° ): вычисляем Rc 

Точка съёмки: X=[100, 50, 0]T м (на земле, в 100 м от старта). Камера [18], [19]: 

𝑓𝑥, 𝑓𝑦 = 800 пикселей, Zc=95 м (примерно). 

Тогда, подставляя значения в вышеприведенные формулы, получаем: 
 

‖𝛿𝐫‖ ≤
1

2
∙ 0.2 ∙ (0.5)2=0.025 м = 2,5 см, 

‖𝐉𝑝‖ ≈ 𝑓𝑥
1

𝑍𝒄
≈

800

95
≈ 8.4 пикс/м, 

‖𝛿𝐩‖ ≤ 8.4 ∙ 0.025 ≈0.21 пикселя. 

Вывод: при хорошей модели ускорения и точных углах Эйлера ошибка про-

гноза кадра через 0,5 с составляет менее 0,3 пикселя, что приемлемо для многих задач 

(стабилизации, визуального сопровождения, оптической навигации). 

Но если: Δ𝑡 =2 с, ‖𝛿𝐫‖ ≤0.4 м, Zc=20 м (низкий полёт), то f/Zc=40 пиксель/м 

Тогда ‖𝛿𝐩‖ ≤ 40 ∙ 0.4 ≈16 пикселей, а это уже существенная ошибка. 

 

Заключение 
 

С качественной точки зрения погрешность прогнозирования кадра – это ком-

позиция ошибок: 

1. Динамическая ошибка – накопление неточностей в модели движения. 

2. Кинематическая трансформация – преобразование ошибки состояния в ошибку 

положения камеры. 

3. Проекционная чувствительность – как эта ошибка в положении влияет на рас-

положение пикселей. 

Для минимизации погрешности важно: 

– использовать точные динамические модели (возможно, с учётом аэродина-

мики и возмущений), 
– точно оценивать начальное состояние (например, с помощью расширенного 

фильтра Калмана [20], [21]), 
– учитывать неопределённость управления, 
– калибровка внешних параметров камеры с высокой точностью. 

Погрешность проекции растёт как: 

‖𝛿𝐩‖ ∝
1

𝑍𝒄
∙ (‖𝛿𝐯𝟎‖Δ𝑡 +

1

2
𝜎𝑎(Δ𝑡)2), 

где первый сомножитель – это ошибка масштаба проекции, а второй – ошибка позиции. 
Можно сделать такие выводы для практики: 
– существует критическая высота полёта (чем ниже, тем больше погрешность в 

пикселях), 
– погрешность увеличивается в квадрате со временем прогноза 
– погрешность линейно зависит от ошибки ускорения. 
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При точно известных углах Эйлера основной вклад в погрешность прогноза кадра 
вносит неточность прогноза траектории центра масс, и, особенно, неточность ускоре-
ния. В типичных условиях [22] (умеренное время прогноза, средняя высота) погреш-
ность может составлять менее 1 пикселя, но быстро растёт при увеличении Δ𝑡 или 
снижении высоты. 
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RESUME 
V.M. Zuev  
Error in predicting the position of the next film frame 

 Predicting the next frame of a scene is used in object detection and detection algorithms, 

optical odometry, optical navigation, and other applications. The effectiveness of these algorithms 

largely depends on the frame prediction error. Most studies address the accuracy issue by selecting 

the neural network architecture, which does not allow for general conclusions. 

Methods of classical mechanics, projective geometry, and variational calculus were 

used to estimate the errors. 

A formula for calculating the prediction error of the next frame of a scene was 

obtained. It can be used in object detection and detection algorithms. A numerical example 

of the calculation is provided. 

From the analysis of the obtained dependencies, the following practical conclusions can be 

drawn: the lower the camera position above the surface, the greater the pixel error. The error 

increases squared with the prediction time and is linearly dependent on the acceleration error. 
 

РЕЗЮМЕ 
В.М. Зуев 

Погрешность прогнозирования положения следующего кадра съёмки 

Прогнозирование следующего кадра съемки позволяет используется в алгоритмах 

обнаружения и детекции объектов, в оптической одометрии, оптической навигации и 

других приложениях. Эффективность этих алгоритмов в значительной мере зависит от 

погрешности прогнозирования кадра съемки. Большинство работ решает проблему точ-

ности подбором архитектуры нейросети, что не позволяет сделать обобщенные выводы. 

Для оценки погрешностей применены методы классической механики, проек-

тивной геометрии и вариационного исчисления. 

Получена формула, позволяющая находить погрешность прогнозирования 

следующего кадра съемки. Она может использоваться в алгоритмах обнаружения и 

детекции объектов. Приведен численный пример расчета. 

Из анализа полученных зависимостей можно сделать такие выводы для практики: 

чем ниже позиция камеры над поверхностью, тем больше погрешность в пикселях, 

погрешность увеличивается в квадрате со временем прогноза и линейно зависит от 

ошибки ускорения. 
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