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NUMERICAL SOLUTION OF THE AERODYNAMICS 
PROBLEM IN MODELING THE FLIGHT OF UNMANNED 
AERIAL VEHICLES WITH INTELLIGENT CONTROL 
SYSTEMS 

 
Разработка интеллектуальных систем управления беспилотными летательными аппаратами, 
особенно тех, которые используют методы обучения с подкреплением, требует физически адек-
ватной модели объекта управления. Работа посвящена построению математической модели 
процесса обтекания беспилотного летательного аппарата воздушной средой, основанная на 
теории потенциала, теории и численных методах решения интегральных уравнений. Данная модель 
предназначена для определения фазовой траектории летательного аппарата в режиме реального 
времени на различных этапах создания интеллектуальных систем управления полетом. 
Ключевые слова: беспилотный летательный аппарат, интеллектуальные системы 
управления, искусственный интеллект, обучение с подкреплением, аэродинамика, 
интегральные уравнения, динамика полета 

 
Developing intelligent control systems for unmanned aerial vehicles, especially those using 
reinforcement learning methods, requires a physically adequate model of the controlled object. The 
work is devoted to the construction of a mathematical model of the process of air flow around an 
unmanned aerial vehicle, based on potential theory, theory and numerical methods for solving 
integral equations. This model is designed to determine the phase trajectory of an aircraft in real time 
at various stages of the creation of intelligent flight control systems. 

Keywords: unmanned aerial vehicle, intelligent control systems, artificial intelligence, 
reinforcement learning, aerodynamics, integral equations, flight dynamics 
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Введение  

Одной из основных задач при разработке беспилотных летательных аппаратов (БпЛА) 
является создание автоматических систем управления полетом. Наиболее гибкие ме-
ханизмы автоматического управления БпЛА при выполнении различных задач в сложных 
условиях могут быть обеспечены с использованием интеллектуальных систем управ-
ления (ИСУ). 

Во многих случаях для создания ИСУ используются методы искусственного ин-
теллекта (ИИ), входящие в группу методов, основанных на обучении с подкреплением 
(RL, Reinforcement Learning,) [1-4]. Эти методы предполагают использование на этапе 
поиска оптимальной программы управления физически адекватной модели объекта 
управления, позволяющей осуществлять многократное решение задачи динамики объекта 
при различных программах управления в условиях приближенных к реальности в режиме 
реального времени. 

Целью данной работы является построение физически адекватной математиче-
ской модели процесса обтекания беспилотных летательных аппаратов воздушной средой, 
предназначенной для определения сил и моментов при расчете фазовой траектории 
летательного аппарата в режиме реального времени на различных этапах создания и 
использования интеллектуальных систем управления полетом. 

В большинстве случаев БпЛА представляет собой твердое тело [5], положение ко-
торого в пространстве характеризуется шестью степенями свободы. Движение такого 
тела хорошо описывается решением второго закона Ньютона и динамического урав-
нения Эйлера совместно с уравнениями, описывающими взаимодействие поверхности 
тела с обтекающими его потоками среды [6-10]. Решение задачи взаимодействия поверх-
ности тела с обтекающими его потоками среды ставит своей целью определение сил и 
моментов аэродинамической природы, вклад которых оказывает существенное влияние 
на динамику движения аппарата в пределах атмосферы. Мгновенная картина обтека-
ния определяется распределением скоростей движения по поверхности, ограничиваю-
щей тело. При этом на поверхности должны выполняться граничные условия, в прос-
тейшем случае условия непротекания. 

Представляется перспективным при решении задачи обтекания в режиме реального 
времени использовать панельные методы, основанные на теории потенциала. При ис-
пользовании данной группы методов предполагается, что поверхность тела вносит иска-
жение в первичный невозмущенный поток среды за счет поля скоростей, создаваемых 
вторичными источниками (двойной слой источников) [11]. Вторичные источники распо-
лагаются на поверхности тела и некоторых дополнительных поверхностях, определяемых 
спецификой используемой расчетной схемы. При этом решение задачи нахождения их 
плотности сводится к численному решению поверхностного интегрального уравнения, 
которое путем разбиения поверхности тела на элементарные площадки сводится к сис-
теме алгебраических уравнений. 

Постановка задачи исследования  

Рассмотрим задачу обтекания летательного аппарата воздушной средой в связан-

ной системе координат 𝑂𝑥𝑦𝑧. Внутренний объем летательного аппарата обозначим 𝛺. 

Относительно характера взаимодействия поверхности летательного аппарата 𝜕𝛺  с 

набегающим потоком воздуха на данном этапе выполнения работы примем ряд пред-

положений. Будем считать невозмущенный набегающий воздушный поток 𝑉⃗ ∞ одно-
родным и постоянным во времени. Будем считать, что он равен по величине воздушной 
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скорости, и противоположен ей по направлению. Примем гипотезу стационарности, 
согласно которой будем считать, что силы и моменты, действующие на летательный 
аппарат в неустановившемся полете, совпадают с силами и моментами, которые бы 
действовали на него в стационарном воздушном потоке. Угловыми движениями лета-
тельного аппарата пренебрегаем. Среду будем считать несжимаемой и идеальной, т.е. 
вязкостью также пренебрежем. 

Методы решения задачи исследования  

Методы исследований, применяемые в работе, основываются на современных 
достижениях в области аэродинамики и динамики полета летательных аппаратов, ве-
кторном и тензорном анализе, теории потенциала, теории и численных методах 
решения дифференциальных и интегральных уравнений. 

Возмущенный летательным аппаратом воздушный поток представим в виде 

суммы набегающего воздушного потока 𝑉⃗ ∞ и возмущения 𝑉⃗ ∗, которое будем считать 
потенциальным 

 𝑉⃗ = 𝑉⃗ ∗ + 𝑉⃗ ∞ = 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝜑 = 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝜑∗ + 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝜑∞; 𝜑∞ = 𝑉⃗ ∞ ⋅ 𝑟 + 𝐶. (1) 

Учитывая уравнение неразрывности несжимаемой среды 𝑑𝑖𝑣 𝑉⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0, видим, что 
потенциалы 𝜑, 𝜑∗ и 𝜑∞ удовлетворяют уравнению Лапласа 

 𝛥𝜑 = 𝛥𝜑∗ + 𝛥𝜑∞ = 𝛥𝜑∗ = 0. (2) 

На поверхности 𝜕𝛺 выполняется условие непротекания 

 𝑉⃗ ⋅ 𝑛⃗ = 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝜑 ⋅ 𝑛⃗ =
𝜕𝜑

𝜕𝑛
= 0. (3) 

Потенциал во внутренних точках 𝛺 будем считать постоянным (для определен-

ности нулевым), это соответствует тому, что внутренние точки 𝛺 являются неподвиж-

ными в связанной системе координат 𝑂𝑥𝑦𝑧. Тогда, при подходе к поверхности 𝜕𝛺 с внут-
ренней стороны, нормальная производная такого потенциала также обращается в ноль. 

Расположим на поверхности 𝜕𝛺 двойной слой с поверхностной плотностью 𝜏. 

Его потенциал в точке наблюдения 𝑄 задается формулой 

 𝜑(𝑄) =
1

4𝜋
∯ 𝜏(𝑀)

𝑛⃗ 𝑀⋅𝑟 𝑀𝑄

𝑟𝑀𝑄
3 𝑑𝑆𝑀𝜕𝛺

+ 𝜑∞(𝑄), (2) 

где 𝑟 𝑀𝑄  – вектор, проведенный из точки интегрирования 𝑀  на поверхности 𝜕𝛺  в 

точку наблюдения 𝑄; 𝑟𝑀𝑄 = ‖𝑟 𝑀𝑄‖; 𝑛⃗ 𝑀 – внешняя нормаль к поверхности 𝜕𝛺 в точке 

интегрирования 𝑀. 
Потенциал двойного слоя удовлетворяет уравнению Лапласа во всех точках вне по-

верхности 𝜕𝛺, имеет непрерывную нормальную производную. При переходе через поверх-
ность потенциал двойного слоя претерпевает разрывы и его предельные значения в точке 
наблюдения 𝑄, помещенной на поверхность 𝜕𝛺, описываются соотношениями [16], [17]: 

 𝑙𝑖𝑚
𝑃→𝑄

𝜑(𝑃) = ±
𝜏(𝑄)

2
+

1

4𝜋
∯ 𝜏(𝑀)

𝑛⃗ 𝑀⋅𝑟 𝑀𝑄

𝑟𝑀𝑄
3 𝑑𝑆𝑀𝜕𝛺

, (2) 

где знак «+» берется при стремлении 𝑃 → 𝑄 с внешней стороны поверхности 𝜕𝛺; «–» – с 
внутренней. Во внутренних точках области 𝛺 потенциал 𝜑 тождественно равен нулю, 
поэтому 

 𝑙𝑖𝑚
𝑃→𝑄

𝜑(𝑃) = −
𝜏(𝑄)

2
+

1

4𝜋
∯ 𝜏(𝑀)

𝑛⃗ 𝑀⋅𝑟 𝑀𝑄

𝑟𝑀𝑄
3 𝑑𝑆𝑀𝜕𝛺

+ 𝜑∞(𝑄) = 0, (3) 

что позволяет записать уравнение Фредгольма второго рода относительно плотности 

двойного слоя 𝜏 
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 𝜏(𝑄) =
1

2𝜋
∯ 𝜏(𝑀)

𝜕𝛺

𝑛⃗ 𝑀⋅𝑟 𝑀𝑄

𝑟𝑀𝑄
3 𝑑𝑆𝑀 + 2𝜑∞(𝑄). (4) 

После нахождения из данного уравнения поверхностной плотности двойного 

слоя 𝜏 скорость движения среды в точке 𝑄 окружающего тело пространства может 

быть вычислена по формуле 

 𝑉⃗ (𝑄) =
1

4𝜋
𝑔𝑟𝑎𝑑𝑄 ∯ 𝜏(𝑀)

𝑛⃗ 𝑀⋅𝑟 𝑀𝑄

𝑟𝑀𝑄
3 𝑑𝑆𝑀𝜕𝛺

+ 𝑉⃗ ∞(𝑄). (5) 

Для численного решения уравнения (4) приближенно представим поверхность 𝜕𝛺 

в виде теоретико-множественного объединения плоских элементарных площадок 𝛥𝑖 

 𝜕𝛺 = ⋃ 𝛥𝑖
𝑁
𝑖=1 , (6) 

пересекающихся только по своим границам 

 𝛥𝑖 ∩ 𝛥𝑗 ∈ 𝜕𝛥𝑖 ∩ 𝜕𝛥𝑗 при 𝑖 ≠ 𝑗. (7) 

Пример дискретной геометрической модели представлен на рис. 1. 

В данной работе в качестве элементарных площадок используются треуголь-

ники. Будем считать плотность двойного слоя в пределах элементарных площадок 

постоянной. Поочередно помещая точку наблюдения 𝑄𝑖 в центры элементарных пло-

щадок 𝛥𝑖, получим 

 
𝜏𝑖 =

1

2𝜋
∑ 𝜏𝑗 ∬

𝑛⃗ 𝑀⋅𝑟 𝑀𝑄𝑖

𝑟𝑀𝑄𝑖
3𝛥𝑗

𝑑𝑆𝑀
𝑁
𝑗=1 + 2𝜑𝑖

∞, 

𝜏𝑖 = 𝜏(𝑄𝑖), 𝜑𝑖
∞ = 𝜑(𝑄𝑖), 𝑖 = 1,𝑁. 

(8) 

 

Рисунок 1 – Дискретная геометрическая модель летательного аппарата 
 

Тогда при 𝑖 = 𝑗 

 ∬
𝑛⃗ 𝑀⋅𝑟 𝑀𝑄𝑖

𝑟𝑀𝑄𝑖
3𝛥𝑗

𝑑𝑆𝑀 = 0. (9) 

В свою очередь при 𝑖 ≠ 𝑗 

 ∬
𝑛⃗ 𝑀⋅𝑟 𝑀𝑄𝑖

𝑟𝑀𝑄𝑖
3𝛥𝑗

𝑑𝑆𝑀 = −𝛩(𝑄𝑖, 𝛥𝑗), (10) 

где 𝛩(𝑄, 𝛥) – величина телесного угла, под которым виден треугольник 𝛥 из точки 

наблюдения 𝑄.  
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Для пространственного треугольника 𝐴𝐵𝐶 и точки наблюдения 𝑄 значение величины 

телесного угла могут быть найдены из соотношений: 

 
𝛵 =

(𝑟 𝑄𝐴,𝑟 𝑄𝐵,𝑟 𝑄𝐶)

𝑟𝑄𝐴𝑟𝑄𝐵𝑟𝑄𝐶+(𝑟 𝑄𝐴⋅𝑟 𝑄𝐵)𝑟𝑄𝐶+(𝑟 𝑄𝐵⋅𝑟 𝑄𝐶)𝑟𝑄𝐴+(𝑟 𝑄𝐶⋅𝑟 𝑄𝐴)𝑟𝑄𝐵
, 

𝛩(𝑄, 𝛥) = 2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝛵). 

(11) 

Вводя обозначения 

 𝒙 = (

𝜏1

𝜏2

. . .
𝜏𝑁

); 𝑨 = (

1 𝑎12 . . . 𝑎1𝑁

𝑎21 1 . . . 𝑎2𝑁

. . . . . . . . . . . .
𝑎𝑁1 𝑎𝑁2 . . . 𝑎𝑁𝑁

); 𝒃 = (

𝜑1
∞

𝜑2
∞

. . .
𝜑𝑁

∞

), (12) 

где 

 𝑎𝑖𝑗 =
1

2𝜋
𝛩(𝑄𝑖, 𝛥𝑗), 𝑖, 𝑗 = 1,𝑁, 𝑖 ≠ 𝑗, (13) 

систему уравнений можно записать в матричном виде 

 𝑨 ⋅ 𝒙 = 𝒃. (14) 

Для решения полученной системы используется метод минимизации обобщен-

ной невязки GMRES, который относится к итерационным методам и позволяет при 

принятии в качестве начального приближения достаточно близкого к решению вектора 

𝒙 сделать процедуру решения достаточно эффективной с вычислительной точки зрения. 

Это позволяет на каждом временном шаге численного решения динамического урав-

нения брать в качестве начального приближение вектор 𝒙, вычисленный на прошлом 

временном шаге. 

После решения полученной системы уравнений и нахождения 𝜏𝑖  скорость 

движения среды может быть найдена по формуле 

 𝑉⃗ (𝑄) =
1

4𝜋
𝑔𝑟𝑎𝑔𝑄 ∑ 𝜏𝑖 ∬

𝑛⃗ 𝑀⋅𝑟 𝑀𝑄

𝑟𝑀𝑄
3𝛥𝑗

𝑑𝑆𝑀
𝑁
𝑖=1 + 𝑉(𝑄), (15) 

которая может быть преобразована к виду 

 𝑉⃗ (𝑄) = −
1

4𝜋
∑ 𝜏𝑖 ∮

𝑑𝑙 𝑀×𝑟 𝑀𝑄

𝑟𝑀𝑄
3𝜕𝛥𝑖

𝑁
𝑖=1 + 𝑉(𝑄), (16) 

где интегрирование осуществляется по сторонам треугольника. 

Вычисление интеграла по одной из сторон треугольника 𝐴𝐵𝐶 может быть осущест-

влено аналитически. Запишем формулу для стороны 𝐴𝐵 

 
𝜏

4𝜋
∫

𝑑𝑙 𝑀×𝑟 𝑀𝑄

𝑟𝑀𝑄
3 = 𝜏

𝑐𝑜𝑠 𝛼𝐴𝑄−𝑐𝑜𝑠𝛼𝐵𝑄

4𝜋𝑟
𝑒 

𝐵

𝐴
, (17) 

где 

 
𝑠 = 𝑟 𝐴𝐵 𝑟𝐴𝐵⁄ , 𝑟 = 𝑟 𝐴𝑄 − (𝑟 𝐴𝑄 ⋅ 𝑠 )𝑠 , 𝑛⃗ = 𝑟 𝑟⁄ , 𝑒 = 𝑠 × 𝑛⃗ , 

𝑐𝑜𝑠 𝛼𝐴𝑄 = (𝑟 𝐴𝑄 ⋅ 𝑠 ) 𝑟𝐴𝑄⁄ , 𝑐𝑜𝑠 𝛼𝐵𝑄 = (𝑟 𝐵𝑄 ⋅ 𝑠 ) 𝑟𝐵𝑄⁄ . (18) 

Соответствующие формулы для остальных сторон могут быть получены путем 

циклической подстановки наименований вершин. 

Для нахождения сил и моментов воспользуемся уравнением Бернулли [13-15] для 

струйки воздуха, обтекающей тело, выбрав два сечения струйки: одно на бесконеч-

ности, второе в точке 𝑀 вблизи поверхности 𝜕𝛺 

 𝑝∞ +
𝜌(𝑉∞)2

2
= 𝑝(𝑀) +

𝜌(𝑉(𝑀))2

2
. (19) 
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Данное соотношение удобно переписать в виде 

 𝑝(𝑀) =
𝜌(𝑉∞)2

2
(1 −

(𝑉(𝑀))2

(𝑉∞)2
) + 𝑝∞, (20) 

где величина 

 𝑐𝑝(𝑀) = 1 −
(𝑉(𝑀))2

(𝑉∞)2
 (21) 

называется коэффициентом давления. 

Тогда полная аэродинамическая сила и момент в связанной системе координат 

𝑂𝑥𝑦𝑧 могут быть найдены по формулам 

 𝐹 𝑎 = −∮ 𝑝(𝑀)𝑛⃗ 𝑀𝑑𝑆𝑀𝜕𝛺
 и 𝑀⃗⃗ 𝑎 = −∮ 𝑝(𝑀)𝑟 𝑀 × 𝑛⃗ 𝑀𝑑𝑆𝑀𝜕𝛺

. (22) 

Для приближенного учета возникающих на поверхности летательного аппарата 

касательных сил воспользуемся следующей эвристической конструкцией. Будем 

считать, что касательные напряжения направлены по вектору скорости потока вблизи 

поверхности летательного аппарата и подчиняются закону Амонтона-Кулона. Вводя 

в рассмотрение вектор 𝑣 𝑀 = 𝑉⃗ (𝑀)/𝑉(𝑀), можно записать 

 
𝐹 𝑎 = ∮ 𝜇(𝑉(𝑀))𝑝(𝑀)𝑣 𝑀𝑑𝑆𝑀𝜕𝛺

 и 𝑀⃗⃗ 𝑎 = ∮ 𝜇(𝑉(𝑀))𝑝(𝑀)𝑟 𝑀 ×
𝜕𝛺

𝑣 𝑀𝑑𝑆𝑀, 
(23) 

где 𝜇(𝑉) – эвристическая зависимость коэффициента трения от абсолютной величины 

скорости обтекания, в простейшем случае 𝜇 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 

Полученные результаты исследования 

Для верификации результатов решения задачи обтекания тела воздушной средой 

проведем сравнение результатов расчета, полученных с использованием описанной 

модели, с результатами, полученными аналитически [19]. 

В качестве первого примера рассмотрим обтекание шара радиусом 𝑎 потоком 

невязкой жидкости или невязкого газа. Осесимметричное решение в системе коорди-

нат 𝑅𝑂𝜃 имеет вид: 

 𝑉𝑅 = 𝑉∞ [1 − (
𝑎

𝑅
)
3

] 𝑐𝑜𝑠(𝜃); 𝑉𝜃 = 𝑉∞ [1 +
1

2
(
𝑎

𝑅
)
3

] 𝑠𝑖𝑛(𝜃). (24) 

Распределение скорости обтекания на поверхности сферы определяется зависимостями 

  𝑉𝑅 = 0; 𝑉𝜃 =
3

2
𝑉∞ 𝑠𝑖𝑛(𝜃). (25) 

Следовательно, коэффициент давления определяется формулой 

 𝑐𝑝 = 1 −
(𝑉𝜃)2

(𝑉∞)2
= 1 −

9

4
𝑠𝑖𝑛2(𝜃). (26) 

Осуществим расчет поля скоростей для шара радиусом 𝑎 = 1м при 𝑉∞ = 100м/𝑐.  

Дискретная геометрическая модель поверхности шара и распределение поля скоростей об-

текающей его воздушной среды представлены на рис. 2а. Для установления погреш-

ностей вычисления определялись скорость обтекания вблизи поверхности и распре-

деление коэффициента давления. Эпюра коэффициента давления представлена на 

рисунке 2б. Расчет проводился при различном числе разбиений поверхности шара. 

Поскольку рассчитываемые величины проходят через нулевое значение, определялись их 

абсолютные погрешности, значения которых приведены в таблице 1. 
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а) б) 

Рисунок 2 – Результаты решения задачи обтекания шара воздушной средой:  

а – дискретная геометрическая модель поверхности шара и распределение поля скоростей 

воздушной среды; б – эпюра коэффициента давления 

Таблица 1 – Погрешности расчета поля скоростей и коэффициента давления 

Количество элементов разбиения 12 552 48 062 57 722 

Абсолютная погрешность скорости, м/с 10,35 5,84 5,81 

Абсолютная погрешность коэффициента давления 0,297 0,107 0,099 
 

В качестве второго примера рассмотрим обтекание цилиндра радиусом 𝑎 потоком 

невязкой жидкости или невязкого газа. Решение в системе координат 𝑅𝑂𝜃 имеет вид: 

 𝑉𝑅 = 𝑉∞ [1 − (
𝑎

𝑅
)
2

] 𝑐𝑜𝑠(𝜃); 𝑉𝜃 = 𝑉∞ [1 + (
𝑎

𝑅
)
2

] 𝑠𝑖𝑛(𝜃). (27) 

Скорость на поверхности цилиндра: 

 𝑉𝑅 = 0; 𝑉𝜃 = 2𝑉∞ 𝑠𝑖𝑛(𝜃). (28) 

Следовательно, коэффициент давления определяется формулой 

 𝑐𝑝 = 1 −
(𝑉𝜃)2

(𝑉∞)2
= 1 − 4 𝑠𝑖𝑛2(𝜃). (29) 

Расчет проводился для цилиндра радиусом 𝑎 = 1м при 𝑉∞ = 100м/𝑐. Абсолютные 

погрешности расчета скорости и коэффициента давления не превысили 5м/с и 0,3 

соответственно. Дискретная геометрическая модель поверхности цилиндра и резуль-

тат расчета распределения поля скоростей воздушной среды представлены на рис. 3. 

 

Рисунок 3 – Дискретная геометрическая модель поверхности цилиндра и результат 

расчета распределения поля скоростей воздушной среды 



Остапущенко Д. Л., Воронов А. Э., Черных В. В., Петренко М. О. 

 

Проблемы искусственного интеллекта  2025 № 4(39) 106  

О 

Достаточно высокая точность совпадения численных расчетов с результатами 

аналитических расчетов, проведенных на этапе верификации, позволяет сделать вывод о 

том, что реализованная в работе модель может быть использована при решении 

практически значимых задач, для которых не существует аналитических решений. 

Проведем численный расчет для задачи обтекания воздушным потоком при 

𝑉∞ = 100 м/𝑐 фюзеляжа БпЛА. Дискретная геометрическая модель и результаты рас-

чета поля скоростей представлены на рис. 4. 

 

   

Рисунок 4 – Дискретная геометрическая модель поверхности фюзеляжа и 

результат расчета распределения поля скоростей воздушной среды 

Заключение 

В настоящей работе получили дальнейшее развитие методы синтеза управляю-

щих программ беспилотных летательных аппаратов, основанные на применении техно-

логий машинного обучения с подкреплением, за счёт построения математической модели, 

включающей в себя рациональное сочетание приближенных бессеточных вычисли-

тельных схем и эвристических приемов, и позволяющей осуществлять решение задач 

аэробаллистики в режиме реального времени с учетом реальной формы поверхности 

летательного аппарата. Помимо этого, по итогам проведенных исследований были до-

стигнуты следующие результаты. 
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1. Построена физически адекватная математическая модель процесса обтекания 

беспилотного летательного аппарата воздушной средой, основанная на теории потен-

циала, теории и численных методах решения интегральных уравнений. 

2. Полученная модель предназначена для определения фазовой траектории ле-

тательного аппарата для различных зависимостей значений управляющих параметров 

от времени, а, следовательно, различных программ управления. На основании резуль-

татов моделирования становится возможным осуществление приближенного оцени-

вания соответствия фазовой траектории летательного аппарата заданию на полет, 

исходя из заранее определенных метрик. 

3. Построенная модель предназначена для использования как на этапе предпо-

летной подготовки при синтезе программ управления летательным аппаратом с ис-

пользованием обучения с подкреплением, так и в процессе полета с целью прогнози-

рования полетной траектории бортовым оборудованием летательного аппарата при 

использовании методов обучения с подкреплением, основанных на моделях. 

4. Является актуальным дальнейшее развитие математической модели взаимо-

действия поверхности летательного аппарата с воздушной средой за счет учета в ней 

большего числа физически значимых факторов, например, более точного учета вязкости 

воздушной среды, углового движения летательного аппарата, завихрений потока, яв-

ления срыва потока и т.д. 

5. Поскольку в рамках предлагаемого подхода предполагается многократное при-

менение математической модели, при ее развитии необходимо тщательно соблюсти 

баланс между требованиями физической адекватности и требуемыми для осуществления 

процесса моделирования вычислительными ресурсами. Существенным требованием яв-

ляется возможность выполнения расчетов в режиме реального времени. 
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RESUME 

D. L. Ostapushchenko, A. E. Voronov, V. V. Chernykh, M. O. Petrenko 
Numerical solution of the aerodynamics problem in modeling the flight  
of unmanned aerial vehicles with intelligent control systems 

The development of modern unmanned aerial vehicles (UAVs) requires the creation of 

sophisticated automatic flight control systems capable of operating in complex and changing 

conditions. To achieve high flexibility and adaptability, intelligent control systems, particularly 

those using artificial intelligence and reinforcement learning, are increasingly being used. These 

methods require a physically adequate mathematical model of the controlled object to perform 

repeated, rapid simulations of flight dynamics under conditions close to real-world conditions. 

The primary objective of this study is to develop such a model that would accurately and in real 

time determine the aerodynamic forces and moments acting on the UAV surface. 
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This study utilizes a mathematical modeling approach based on potential theory and 

numerical methods for solving integral equations. The aerodynamic problem is formulated 

using a panel method, where the continuous surface of the UAV is approximated by a 

discrete set of planar triangular elements. To efficiently solve the resulting system of linear 

algebraic equations, the generalized residual minimization method (GMRES) is applied. 

Aerodynamic forces are calculated using the Bernoulli equation to determine the pressure 

coefficient, and a heuristic approach based on the Amontons-Coulomb law is introduced to 

estimate the tangential friction forces. 

The proposed model was thoroughly verified by comparing the obtained numerical 

results with known analytical solutions for canonical geometric shapes: a sphere and a 

cylinder. The verification process showed that increasing the sampling density significantly 

improves accuracy. Subsequently, the model was successfully applied to calculate the 

velocity field distribution around the complex geometry of a UAV fuselage, confirming its 

practical applicability to objects for which analytical solutions do not exist. 

The resulting model provides the necessary balance between physical accuracy and 

computational efficiency, making it suitable for real-time applications—a mandatory 

requirement for dynamic flight control problems. It is designed for dual use: for autonomous 

reinforcement learning of agents and for online trajectory prediction by onboard UAV systems. 
 

РЕЗЮМЕ 

Д. Л. Остапущенко, А. Э. Воронов, В. В. Черных, М. О. Петренко 

Численное решение задачи аэродинамики при моделировании полета 

беспилотных летательных аппаратов с интеллектуальными системами 

управления 

Разработка современных беспилотных летательных аппаратов (БпЛА) требует 

создания совершенных систем автоматического управления полетом, способных 

функционировать в сложных и меняющихся условиях. Для достижения высокой гиб-

кости и адаптивности все чаще применяются интеллектуальные системы управления, 

в частности те, которые используют методы искусственного интеллекта и обучения с 

подкреплением. Эти методы требуют наличия физически адекватной математической 

модели объекта управления для выполнения многократного быстрого моделирования 

динамики полета в условиях, приближенных к реальным. Основная задача, решаемая 

в данной работе, заключается в построении такой модели, которая позволяла бы точно 

и в режиме реального времени определять аэродинамические силы и моменты, 

действующие на поверхность БпЛА.  

В исследовании используется подход математического моделирования, осно-
ванный на теории потенциала и численных методах решения интегральных уравнений. 
Аэродинамическая задача сформулирована с использованием панельного метода, где 
непрерывная поверхность БпЛА аппроксимируется дискретным набором плоских 
треугольных элементов. Для эффективного решения полученной системы линейных 
алгебраических уравнений применяется метод минимизации обобщенной невязки 
(GMRES). Аэродинамические силы рассчитываются с использованием уравнения 
Бернулли для определения коэффициента давления, а для оценки касательных сил 
трения введен эвристический подход, основанный на законе Амонтона-Кулона. 

Предложенная модель была тщательно верифицирована путем сравнения полу-
ченных численных результатов с известными аналитическими решениями для канониче-
ских геометрических форм: шара и цилиндра. Процесс верификации показал, что увели-
чение плотности дискретизации значительно повышает точность. Впоследствии модель 
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была успешно применена для расчета распределения поля скоростей вокруг сложной 
геометрии фюзеляжа БпЛА, что подтвердило ее практическую применимость для объектов, 
для которых не существует аналитических решений. 

Полученная модель обеспечивает необходимый баланс между физической точ-
ностью и вычислительной эффективностью, что делает ее пригодной для приложений 
реального времени — обязательного требования для задач динамического управления 
полетом. Она предназначена для двойного использования: при автономном обучении 
агентов с подкреплением и для онлайн-прогнозирования траектории бортовыми 
системами БпЛА. 
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