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DEVELOPMENT OF INTELLIGENT CONTROL SYSTEMS 
FOR UNMANNED AERIAL VEHICLES USING  
THE PONTREGIN MAXIMUM NEURAL NETWORK 
PRINCIPLE 

 
Работа посвящена вопросам создания интеллектуальных систем управления беспилотными 
летательными аппаратами с использованием нейросетевого принципа максимума Понтрягина. 
Решается задача построения нейросетевого аппроксиматора синтезирующей функции управле-
ния, обеспечивающей движение беспилотного летательного аппарата по оптимальной согласно 

заданным критериям траектории. 
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The work is devoted to the creation of intelligent control systems for unmanned aerial vehicles using 
the Pontryagin maximum neural network principle. The problem of constructing a neural network 
approximator of a synthetic control function that ensures the movement of an unmanned aerial 
vehicle along an optimal trajectory according to given criteria is solved. 
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Введение  

Создание современных беспилотных летательных аппаратов (БпЛА) требует 

дальнейшего совершенствования систем управления. Наиболее актуальным в на-

стоящее время является создание автономных систем управления, позволяющих ми-

нимизировать участие человека в процессах управления в сложных условиях [1].  

В настоящее время широкое распространение при решении различных задач 

приобретают методы поведенческого искусственного интеллекта, относящиеся к клас-

су алгоритмов, называемых обучением с подкреплением (Reinforcement Learning, RL) [2]. 

Подавляющее большинство алгоритмов данного класса основываются на методе ди-

намического программирования Беллмана (Value-based methods) и на методе 

градиента стратегии (Policy Gradient), а также на методах, эффективно объединяющих 

в себе идеи обоих этих подклассов (например, метод Actor-Critic) [3-6]. Наиболее 

существенных результатов удается достичь с применением нейросетевых модифи-

каций данных методов [7]. Представляет интерес исследование вопроса построения 

нейросетевых модификаций принципа максимума Понтрягина, от которых следует 

ожидать обеспечения возможности эффективного синтеза оптимальных программ 

управления детерминированными объектами. 

Целью работы является построение эффективной процедуры синтеза законов 

управления БпЛА с использованием нейросетевого принципа максимума Понтрягина 

в задачах разработки интеллектуальных систем управления. 
 

Постановка задачи исследования 

Положение БпЛА в пространстве в каждый момент времени 𝑡 ∈ [𝑡0,  𝑇] описы-

вается вектором значений фазовых координат [8] 

 𝑿(𝑡) = (𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡),  . . . ,  𝑥𝑛(𝑡))
𝑇, (1) 

где 𝑡0 и 𝑇 соответственно моменты начала и окончания движения. 

Программа управления полетом задается соответствующим набором значений 

управляющих параметров 

 𝑼(𝑡) = (𝑢1(𝑡), 𝑢2(𝑡), . . . ,  𝑢𝑚(𝑡))
𝑇. (2) 

Будем считать, что каждый из управляющих параметров может принимать 

значение в определенном диапазоне 𝑢𝑖 ∈ [𝑎𝑖, 𝑏𝑖], не зависящем от момента времени. 

Следовательно, область допустимых значений управляющих параметров имеет вид 

 𝐷(𝑼) = [𝑎1, 𝑏1] × [𝑎2, 𝑏2] ×. . .× [𝑎𝑚, 𝑏𝑚]. (3) 

При заданной программе управления 𝑼(𝑡)  движение БпЛА определяется 

дифференциальным уравнением 

 
𝑑𝑿

𝑑𝑡
= 𝑭(𝑡, 𝑿(𝑡);  𝑼(𝑡)) (4) 

с начальным условием 

 𝑿(𝑡0) = 𝑿0. (5) 

Управление БпЛА осуществляется для обеспечения заранее поставленных 

целей, что можно записать в терминах минимизации функционала, значение которого 

зависит от траектории движения и выбранной программы управления 

 𝐽[𝑼] = ∫ 𝐿(𝑡, 𝑿(𝑡);  𝑼(𝑡))𝑑𝑡 + 𝑆(𝑿(𝑇),  𝑇)
𝑇

𝑡0
, (6) 

где 𝐿 – функция Лагранжа, позволяющая оценить движение на всем отрезке времени 

[𝑡0,  𝑇]; 𝑆  – функция, позволяющая оценить степень достижения цели в момент 𝑇 

окончания движения. 
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В теории оптимального управления ставится задача определения программы 

управления 𝑼(𝑡) , при которой функционал (6) принимает минимальное значение. 

Допустимыми считаются управления 𝑼(𝑡),  представляющие собой кусочно-непре-

рывные функции для любого 𝑡 ∈ [𝑡0,  𝑇] принимающие значения из 𝐷(𝑼). 
В частных случаях отдельно можно выделить задачу Майера 𝐿 ≡ 0 и задачу 

Лагранжа 𝑆 ≡ 0, в общем случае задача минимизации функционала [6] представляет 

собой задачу Больца. Любая из этих задач может быть преобразована в другую путем 

изменения числа фазовых координат. 

Методы решения задачи исследования  

Важнейшим результатом теории оптимального управления является принцип макси-

мума Понтрягина, представляющий собой необходимое условие оптимальности [9-11]. 

Вводя сопряженные переменные 

 𝜳(𝑡) = (𝜓1(𝑡), 𝜓2(𝑡), . . . ,  𝜓𝑛(𝑡))
𝑇, (7) 

которые являются функциями времени, можно записать функцию Гамильтона 

 𝐻(𝑡, 𝑿,𝜳;  𝑼) = 𝜳 ⋅ 𝑭(𝑡, 𝑿;  𝑼) − 𝐿(𝑡, 𝑿;  𝑼) (8) 

Согласно принципу максимума Понтрягина для оптимальности управления 

𝑼(𝑡) и траектории 𝑿(𝑡) необходимо существование непрерывной функции 𝜳(𝑡) ≠ 𝟎 

такой, что 𝑿(𝑡) и 𝜳(𝑡) удовлетворяют каноническим уравнениям 

 
𝑑𝑿

𝑑𝑡
=

𝜕𝐻

𝜕𝜳
(𝑡, 𝑿,𝜳;  𝑼), 

𝑑𝜳

𝑑𝑡
= −

𝜕𝐻

𝜕𝑿
(𝑡, 𝑿,𝜳;  𝑼). (9) 

Заметим, что согласно (8) для функции Гамильтона выполняется тождество 

 
𝜕𝐻

𝜕𝜳
= 𝑭(𝑡, 𝑿;  𝑼), (10) 

т.е. 𝑿(𝑡) является решением уравнения (4). В тоже время 

 
𝜕𝐻

𝜕𝑿
= [

𝜕𝑭

𝜕𝑿
]
𝑇

⋅ 𝜳 −
𝜕𝐿

𝜕𝑿
. (11) 

Для каждого 𝑡 ∈ [𝑡0,  𝑇] значения компонент вектора управления определяется 

из условия 

 𝐻(𝑡, 𝑿(𝑡),𝜳(𝑡);  𝑼(𝑡)) = 𝑚𝑎𝑥
𝑼∈𝐷(𝑼)

𝐻(𝑡, 𝑿(𝑡),𝜳(𝑡);  𝑼). (12) 

При этом граничными условиями на отрезке времени [𝑡0,  𝑇] для канонических 

уравнений (9) служат начальное условие для фазовой траектории и условие транс-

версальности: 

 𝑿(𝑡0) = 𝑿0, 𝜳(𝑇) = −
𝜕𝑆

𝜕𝑿
(𝑿(𝑇),  𝑇), (13) 

заданные соответственно в момент начала и окончания движения. 

В случае, когда время остановки движения не задано заранее, должно выпол-

няться дополнительное условие 

 𝐻(𝑇, 𝑿(𝑇),𝜳(𝑇);  𝑼(𝑇)) =
𝜕𝑆

𝜕𝑡
(𝑿(𝑇),  𝑇). (14) 

На практике применение принципа максимума Понтрягина приводит к ряду 

сложностей: 

1. Функция 𝑭(𝑡, 𝑿;  𝑼) реальной динамической системы может иметь достаточно 

сложную структуру, а ее значения могут задаваться алгоритмически. Например, в задачах 

расчета траектории движения БпЛА для определения действующих силовых факторов 

требуется выполнение трудоемкого процесса решения задачи аэродинамики [12]. 

2. Сложная структура функций 𝑭(𝑡, 𝑿;  𝑼) и 𝐿(𝑡, 𝑿;  𝑼) приводит к трудностям 

при попытках явного или численного нахождения производных в выражении (11). 
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3. Решение канонических уравнений (9) с граничными условиями (13) может 
представлять собой нетривиальную задачу, требующую значительного числа вы-
числительных ресурсов; 

4. Нахождение 𝑼(𝑡)  из условия (12) требует решения трудоемкой оптимиза-
ционной задачи. 

В предположении однозначной разрешимости задачи (12) ее решение может 
быть представлено в виде синтезирующей функции 

 𝑼(𝑡) = 𝑮(𝑡, 𝑿(𝑡),𝜳(𝑡)) = 𝑎𝑟𝑔 𝑚𝑎𝑥
𝑼∈𝐷(𝑼)

𝐻(𝑡, 𝑿(𝑡),𝜳(𝑡);  𝑼). (15) 

С введением синтезирующей функции канонические уравнения будут иметь 
следующую структуру 

 
𝑑𝑿

𝑑𝑡
= 𝑭(𝑡, 𝑿,𝜳;  𝑮(𝑡, 𝑿,𝜳)), 

𝑑𝜳

𝑑𝑡
= −

𝜕𝐻

𝜕𝑿
(𝑡, 𝑿,𝜳;  𝑮(𝑡, 𝑿,𝜳)). (16) 

При постановке краевой задачи в форме метода стрельб граничные условия 
могут быть заменены начальными условиями 

 𝑿(𝑡0) = 𝑿0,𝜳(𝑡0) = 𝜳0, (17) 
а условие трансверсальности переписано в оптимизационной постановке 

 ‖𝜳(𝑇) +
𝜕𝑆

𝜕𝑿
(𝑿(𝑇),  𝑇)‖

2

2

→ 𝑚𝑖𝑛
𝝍0

. (18) 

При нейросетевой постановке участвующие в вычислениях функции прибли-
женно заменяются своими нейросетевыми аналогами. Так правая часть уравнения (4) 
приближенно представляется в виде 

 𝑭(𝑡, 𝑿;  𝑼) ≈ 𝑭𝐴𝑁𝑁(𝑡, 𝑿;  𝑼; 𝑾𝑭), (19) 
где 𝑾𝑭 – набор значений весовых коэффициентов. Нейронная сеть (19) должна быть 
предварительно предобучена и отвалидирована на основании точной модели дина-
мики на этапе выполнения пробных полетов, например, в ручном режиме. 

С использованием (19) можно записать нейросетевую аппроксимацию функции 
Гамильтона 

 𝐻(𝑡, 𝑿,𝜳;  𝑼) ≈ 𝐻𝐴𝑁𝑁(𝑡, 𝑿,𝜳;  𝑼) = 𝜳 ⋅ 𝑭𝐴𝑁𝑁(𝑡, 𝑿;  𝑼) − 𝐿(𝑡, 𝑿;  𝑼). (20) 
Трудоемкая для вычисления при использовании точной модели матрица Якоби 

заменяется в формуле (11) на матрицу Якоби полученного нейросетевого аппроксиматора 

 𝜕𝐻

𝜕𝑿
≈ [

𝜕𝑭𝐴𝑁𝑁

𝜕𝑿
]
𝑇

⋅ 𝜳 −
𝜕𝐿

𝜕𝑿
. (21) 

С использованием нейросетевой аппроксимации также приближенно вычис-
ляется 

 𝜕𝐻

𝜕𝑼
≈ [

𝜕𝑭𝐴𝑁𝑁

𝜕𝑼
]
𝑇

⋅ 𝜳 −
𝜕𝐿

𝜕𝑼
. (22) 

Синтезирующая функция ищется в виде нейросетевой аппроксимации 
 𝑮(𝑡, 𝑿,𝜳) ≈ 𝑮𝐴𝑁𝑁(𝑡, 𝑿,𝜳; 𝑾𝑮) (23) 

c набором весовых коэффициентов𝑾𝑮. 
В качестве функции потерь для нейронной сети (23) можно выбрать взятую с 

противоположным знаком нейросетевую аппроксимацию функции Гамильтона 
 𝛬(𝑼) = −𝐻𝐴𝑁𝑁(𝑡, 𝑿,𝜳;  𝑼) → 𝑚𝑖𝑛, (24) 

тогда ошибка 𝜠 на выходном слое представляется в виде 

 𝜠 =
𝜕𝛬

𝜕𝑼
= −

𝜕𝐻𝐴𝑁𝑁

𝜕𝑼
, (25) 

и вычисляется на основании формулы (22). 
Теперь значения весов нейросети (23), исходя из условия минимизации функции 

потерь (24), могут корректироваться согласно методу обратного распространения 

ошибки со скоростью обучения 𝜆 на основании формул 

 
𝜕𝛬

𝜕𝑾𝑮
=

𝜕𝑼

𝜕𝑾𝑮

𝜕𝛬

𝜕𝑼
=

𝜕𝑼

𝜕𝑾𝑮
𝑬, 𝑾𝑮 ←𝑾𝑮 − 𝜆

𝜕𝑼

𝜕𝑾𝑮
𝑬. (26) 
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Следует обратить внимание на то, что в ходе данной процедуры нейронная сеть 

(23) учится максимизировать нейросетевую аппроксимацию функции Гамильтона по 

𝑼 для фиксированных значений 𝑡, 𝑿 и 𝜳, что представляет собой ключевую идею 

нейросетевого принципа максимума Понтрягина. 

При этом, в отличие от того, как это было бы при решении классической ва-

риационной задачи, при использовании принципа максимума Понтрягина необходи-

мо принять дополнительные меры для того, чтоб значения управляющих параметров 

оставались в области допустимых значений 𝐷(𝑼). Это можно обеспечить, в том числе, 

путем выбора подходящих функций активации выходного слоя нейросети (23). 

В качестве одного из примеров при ограничениях (3) функция активации может быть 

выбрана в виде 

 𝑈𝑖 = 𝜎𝑖(𝑌𝑖) = {

𝑎𝑖,  𝑌𝑖 < −1;
𝑏𝑖 − 𝑎𝑖
2

(𝑌𝑖 + 1) + 𝑎𝑖,  −1 ≤ 𝑌𝑖 ≤ 1;

𝑏𝑖,  𝑌𝑖 > 1,

 (27) 

где 𝑌𝑖  – значения на выходном слое нейронной сети до применения функции акти-

вации, 𝑖 = 1,  𝑚. Во втором примере функция активации 

 𝑈𝑖 = 𝜎𝑖(𝑌𝑖) =
𝑏𝑖 − 𝑎𝑖
2

(𝑡ℎ𝑌𝑖 + 1) + 𝑎𝑖 (28) 

имеет непрерывные по 𝑌𝑖 производные. 

При практическом решении задачи отрезок времени [𝑡0,  𝑇] разбивается на 𝑁 

равных отрезков с шагом 𝛥𝑡 = (𝑇 − 𝑡0) 𝑁⁄ , 𝑡𝑘 = 𝑡0 + 𝑘 𝛥𝑡 , 𝑘 = 0,  𝑁 . Выбираются 

начальные значения параметров 𝑾𝑮  нейронной сети (23). Выбирается начальное 

приближение 𝜳0, 0, а также еще 2𝑛 точек 𝜳𝑟, 0, отстающих от 𝜳0, 0 вдоль каждой из 

осей в положительную и отрицательную сторону на равные расстояния 𝛥𝜓. К задаче 

Коши (15) с соответствующими начальными условиями 2𝑛 + 1 раз применяется чис-

ленный метод (для простоты можно говорить о методе Эйлера), что позволяет по-

лучить временные ряды 

 (

𝑡0
𝑿0

𝜳𝑟, 0

𝑼𝑟, 0

), (

𝑡1
𝑿𝑟, 1

𝜳𝑟, 1

𝑼𝑟, 1

), …(

𝑡𝑘
𝑿𝑟, 𝑘

𝜳𝑟, 𝑘

𝑼𝑟, 𝑘

), …, (

𝑡𝑁 = 𝑇
𝑿𝑟, 𝑁

𝜳𝑟, 𝑁

𝑼𝑟, 𝑁

), 𝑟 = 0,  2𝑛. (29) 

Рандомизированные подвыборки элементов из временных рядов (29) исполь-

зуются как обучающие выборки для нейросети (23) при ее обучении с использованием 

процедуры (26). 

Для каждого из 2𝑛 + 1  начальных условий для функции 𝜳(𝑡)  на основании 

формулы (18) вычисляется оценка расстояния до граничного условия в момент 

времени 𝑇 

 𝜌𝑟 = ‖𝜳𝑟, 𝑁 +
𝜕𝑆

𝜕𝑿
(𝑿𝑟, 𝑁,  𝑇)‖

2

2

, (30) 

что позволяет с использованием центральных разностных схем осуществить прибли-

женное вычисление первых и вторых частных производных 

 
𝑔𝑖 =

𝜕𝜌

𝜕𝜓𝑖
≈

𝜌|𝜓𝑖+𝛥𝜓−𝜌
|𝜓𝑖−𝛥𝜓

2𝛥𝜓
 и 

 ℎ𝑖 =
𝜕2𝜌

𝜕𝜓𝑖
2 ≈

𝜌|𝜓𝑖+𝛥𝜓+2𝜌
|𝜓𝑖−𝜌

|𝜓𝑖−𝛥𝜓

𝛥𝜓2
, 𝑖 = 1,  𝑛. 

(31) 
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Компоненты вектора начальных приближений 𝜳0, 0  корректируются для 

использования в следующем туре вычислений с применением диагонального метода 

Ньютона с регуляризацией 

 𝜓𝑖 ← 𝜓𝑖 − 𝜇
𝑔𝑖

ℎ𝑖+𝜀
, (32) 

где 𝜇 и 𝜀 – параметры, введение которых обеспечивает устойчивость вычислитель-

ного процесса. 

Описанная процедура повторяется необходимое число раз до получения 

приемлемого результата для дальнейшего использования субоптимального решения. 

Полученные результаты исследования 

Результатом вычислений является обученная нейросетевая аппроксимация син-

тезирующей функции (23). В ходе вычислительного процесса используется предвари-

тельно обученная нейросетевая аппроксимация правой части уравнения динамики (4), 

позволяющая осуществлять быстрое приближенное прогнозирование траектории 

БпЛА численными методами. Использование данных нейросетевых аппроксиматоров 

совместно с расширенным фильтром Калмана (EKF) или сигма-точечным фильтром 

(UKF) составляет алгоритмическую основу для выполнения сложного маневриро-

вания БпЛА с интеллектуальными системами управления. 

Заключение 

В настоящей работе получили дальнейшее развитие методы синтеза интеллек-

туальных управляющих программ БпЛА за счет построения эффективной процедуры 

синтеза законов управления с использованием нейросетевого принципа максимума 

Понтрягина. 

1. Построена эффективная процедура синтеза законов управления с использова-

нием нейросетевого принципа максимума Понтрягина в задачах создания интел-

лектуальных систем управления БпЛА; 

2. На внутреннем цикле численного алгоритма прогнозирования фазовой 

траектории БпЛА используется нейросетевая аппроксимация правой части уравнения 

динамики, что также позволяет снизить вычислительные затраты на определение 

значений функции Гамильтона и ее производных; 

3. Результатом применения построенной процедуры вычислений является обучен-

ная нейросетевая аппроксимация синтезирующей функции, являющейся основой 

создания управляющего элемента БпЛА; 

4. Полученные нейросетевые аппроксиматоры предназначены для совместного 

использования с алгоритмами калмоновской фильтрации при планировании сложных 

маневров БпЛА с интеллектуальными системами управления. 
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RESUME 

D. L. Ostapushchenko, V. V. Chernykh, M. O. Petrenko, E. Y. Chalaya 
Development of intelligent control systems for unmanned aerial vehicles using the 
Portnyagin neural network maximum principle 

The development of modern unmanned aerial vehicles (UAVs) requires improved 

autonomous control systems capable of operating in challenging conditions with minimal 

human intervention. UAV trajectories must meet quality and optimality criteria, 

necessitating the use of machine learning and artificial intelligence.  

The research problem is formulated as a functional minimization problem (the Bolza 

problem) that determines the trajectory of motion through differential equations of 

dynamics. The method is based on the Pontryagin maximum principle, which utilizes the 

Hamiltonian function and adjoint variables. 

To implement the neural network approach, the right-hand side of the dynamics 

equation, the Hamiltonian function, and the synthesizing control function are replaced by 

their neural network approximators. The neural network is trained using backpropagation to 

maximize the approximation of the Hamiltonian function. The developed procedure for 

synthesizing control laws based on Pontryagin's neural network maximum principle makes 

a significant contribution to the development of methods for creating intelligent control 

programs. The resulting neural network approximators are designed for use with extended 

or sigma-point Kalman filters (EKF/UKF), providing the algorithmic basis for performing 

complex maneuvers in UAVs. 

 
РЕЗЮМЕ 

Д. Л. Остапущенко, В. В. Черных, М. О. Петренко, Е. Ю. Чалая 
Разработка интеллектуальных систем управления беспилотными 
летательными аппаратами с использованием нейросетевого принципа 
максимума Портнягина 

Создание современных беспилотных летательных аппаратов (БпЛА) требует 

совершенствования автономных систем управления, способных работать в сложных 

условиях с минимальным участием человека. Траектории движения БпЛА должны 

удовлетворять критериям качества и оптимальности, что делает актуальным приме-

нение методов машинного обучения и искусственного интеллекта.  

Задача исследования сформулирована как задача минимизации функционала 

(задача Больца), определяющего траекторию движения через дифференциальные 

уравнения динамики. В основу метода положен принцип максимума Понтрягина, 

использующий функцию Гамильтона и сопряженные переменные. 

Для реализации нейросетевого подхода правая часть уравнения динамики, 

функция Гамильтона и синтезирующая функция управления заменяются их нейросе-

тевыми аппроксиматорами. Обучение нейросети управления осуществляется методом 

обратного распространения ошибки с целью максимизации аппроксимации функции 

Гамильтона. 

Разработанная процедура синтеза законов управления на основе нейросетевого 

принципа максимума Понтрягина вносит достаточный вклад в развитие методов 

создания интеллектуальных управляющих программ. Полученные нейросетевые 

аппроксиматоры предназначены для совместного использования с расширенным или 

сигма-точечным фильтрами Калмана (EKF/UKF), что составляет алгоритмическую 

базу для выполнения БпЛА сложных маневров. 
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