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A MATHEMATICAL MODEL OF THE DEPENDENCE  
OF THE QUANTUM YIELD OF FLUORESCENCE  
ON THE PARAMETERS OF THE MICROCLIMATE  
IN GREENHOUSES 
 

В статье рассматривается математическое моделирование зависимости фотохимической эффектив-
ности фотосистемы II огурца (Cucumis sativus L.) от параметров микроклимата теплиц. Актуальность — 
в формализации обратной связи от растения для автоматизированного управления микрокли-
матом. Модель использует температуру, влажность и дефицит давления водяного пара (VPD), 
включает температурную зависимость гауссового типа и эмпирическую зависимость устьичной 
проводимости от VPD. Она позволяет прогнозировать физиологическое состояние растений, 
анализировать чувствительность к изменениям микроклимата, выявлять оптимум эффективности и 
интегрироваться в системы управления теплицами и цифровые двойники агрообъектов. 
Ключевые слова: флуоресценция хлорофилла, математическая модель, 
влажность, температура, индукция флуоресценции, теплица, микроклимат. 
 

The article examines the mathematical modeling of the dependence of the photochemical efficiency of 
photosystem II in cucumber (Cucumis sativus L.) on the parameters of the greenhouse microclimate. The 
relevance lies in the formalization of the feedback from the plant for automated control of the microclimate. 
The model uses temperature, humidity, and vapor pressure deficit (VPD), incorporates a Gaussian‑type 
temperature dependence, and an empirical dependence of stomatal conductance on VPD. It enables the 
prediction of the physiological state of plants, the analysis of sensitivity to changes in the microclimate, the 
identification of the optimal efficiency, and integration into greenhouse management systems and digital 
twins of agricultural facilities. 

Keywords: chlorophyll fluorescence, mathematical model, humidity, temperature, fluorescence 
induction, greenhouse, microclimate. 
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Введение 
 

Классический подход проектирования систем автоматического управления 
контурами микроклимата теплиц, рассматриваемый в работах [1-6] предусматривает 
эффективную «борьбу» с робастностью алгоритмов управления, точностью поддер-
жания параметров микроклимата, учетом широкого ряда взаимозависимых явлений 
внутри замкнутой экосистемы – теплицы, а также иные факторы в рамках класси-
ческой концепции теории автоматического управления. Приведенные методы решения, 
несомненно, обладают положительным техническим результатом, однако не дают 
рекордно высоких результатов, не превышая отметки в 20 кг/м2, в урожайности при 
выращивании, как можно наблюдать, исходя из источников [7-10] Проблематика 
предложенных решений заключается в том, что они не учитывают инновационный 
подход к организации объективных обратных связей – получать информацию о со-
стоянии непосредственно от растения. Предлагается реализовать данный инновацион-
ный подход путем формализованной обратной связи, основанной на зависимости 
фотохимической эффективности фотосистемы растений. 

Современные тепличные комплексы относятся к классу сложных технологиче-
ских объектов, функционирование которых определяется взаимодействием инженер-
ных систем управления микроклиматом и биологических объектов — растений. 
Повышение энергоэффективности и устойчивости таких систем, а также снижение 
рисков стрессового воздействия на растения требуют перехода от управления исклю-
чительно по параметрам среды к использованию физиологически обоснованных 
показателей состояния растений в качестве источников обратной связи. К числу таких 
показателей относится фотохимический квантовый выход флуоресценции хлорофил-
ла Fv/Fm, широко применяемый для оценки функционального состояния фотосин-
тетического аппарата. Несмотря на наличие значительного числа экспериментальных 
исследований, аналитические модели, непосредственно связывающие Fv/Fm с пара-
метрами микроклимата и пригодные для использования в алгоритмах управления 
микроклиматом теплиц, представлены в литературе ограниченно. Это определяет 
актуальность разработки математической модели, ориентированной на задачи автома-
тизации и компьютерного моделирования. 

Вместе с тем большинство опубликованных работ в данной области ориенти-
рованы преимущественно на экспериментальную интерпретацию физиологических 
процессов, однако анализ ограничивается корреляционными зависимостями без по-
строения формализованной математической модели, возможной к применению в ре-
шении задач автоматизированного управления технологическим процессом выращивания.  

Более сложные интегрированные модели фотосинтеза и флуоресценции [11], 
разработанные для экосистемных масштабов, обладают высокой описательной спо-
собностью, однако требуют значительного объёма входных данных и вычислитель-
ных ресурсов, что существенно ограничивает их использование в локальных системах 
управления тепличными объектами.  

В последние годы предложен ряд подходов к моделированию физиологического 
состояния растений, включая эмпирические модели фотосинтетических показателей, 
полученные с применением нейросетей [12], модели совместного газообмена и 
устьичной проводимости [13], а также имитационные модели механизма фотосинтеза 
и флуоресценции[14]. Несмотря на их научную значимость, данные подходы либо 
ориентированы на интерпретацию экспериментальных данных, либо обладают 
высокой структурной сложностью и предназначены значительно повысить точность 
оценки Fv/Fm на стадии цветения и обеспечивают новую техническую поддержку для 
быстрого и точного мониторинга Fv/Fm, но не обеспечивают аналитическую форму, 
пригодную для модельно-ориентированного проектирования и синтеза алгоритмов 
управления.  
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Комплексная экосистемная модель [15] позволяет воспроизводить флуорес-
центные и фотосинтетические потоки на различных масштабах, данная модель даже 
адаптирована к требованиям реального времени, но не учитывает ограничений 
вычислительных ресурсов, характерных для систем управления микроклиматом теплиц, 
что усложняет её натурную реализацию при управлении микроклиматом теплиц. 

Дополнительной проблемой является то, что температура и относительная 
влажность воздуха во многих исследованиях [16-18] рассматриваются как незави-
симые факторы, несмотря на их тесную физическую взаимосвязь. 

В связи с изложенным в работе рассматривается задача построения математи-
ческой модели зависимости квантового выхода флуоресценции хлорофилла Fv/Fm 
растения огурца обыкновенного (Cucumis sativus L.) от параметров микроклимата теплицы.  

Цель исследования – предложить подход к математическому описанию 
зависимости фотохимической эффективности фотосистемы II растения от параметров 
микроклимата в условиях теплицы, а также создать математическую модель отклика 
растения для дальнейшего использования при модельно-ориентированном проектиро-
вании систем автоматизированного управления тепличным микроклиматом.  

Для определения взаимосвязи квантового выхода флуоресценции и параметров 
микроклимата в условиях замкнутого объема (теплицы), в данной статье взят за 
основу параметр VPD, как ключевой фактор, характеризующий взаимосвязь темпера-
туры и относительной влажности воздуха в теплице. VPD (vapor pressure deficit, 
дефицит давления пара) – это разница между тем, сколько влаги воздух может 
удерживать при данной температуре, и тем, сколько влаги в нём есть на самом деле. 
VPD представляет собой более информативный показатель по сравнению с относи-
тельной влажностью воздуха при оценке влияния макроклиматических условий на 
рост и развитие растений, поскольку напрямую характеризует потенциальную 
интенсивность транспирации, интегрируя влияние как температуры, так и влажности. 

Некоторые особенности VPD: Высокий VPD означает, что воздух «сухой» и 
растения теряют влагу быстрее. Слишком низкий VPD говорит о том, что воздух 
«перенасыщен» и растения испаряют влагу медленно или вообще не могут. VPD 
рассчитывается на основе температуры и относительной влажности воздуха. Чем 
выше температура и ниже влажность — тем выше VPD, и наоборот. 

Зависимость VPD определяется следующим выражением: 

 ( ) (1 /100),[ ]SVPD e T RH кПа=  −  (1) 

где eS (T) – насыщенное давление пара при данной температуре, а RH – относительная 
влажность воздуха. Влажность для дальнейших расчетов примем в широком диапа-

зоне RH∈(40;95)%. 
Взаимосвязь насыщенного давления пара найдем из уравнения Тетенса (2). В урав-

нении приведены следующие эмпирические коэффициенты: 0,6108 – базовое значение 
насыщенного пара при нулевой температуре, 17,28 – коэффициент температурной 
чувствительности, 237,3 – коэффициент, связанный с переходом вода-пар: 

 
17.28

0.6108 exp( ),[ ]
237.3

T
VPD кПа

T


= 

+
 (2) 

Применение уравнения Тетенса справедливо в диапазоне температур от 1 до 
35 °С, что отвечает предельным диапазонам температур для выращивания растений в 
условиях теплиц в соответствии с [19]. 

Например, при температуре T=26 °C относительной влажности RH=60% VPD 

равно 1,1. Значения VPD в течение дня в теплице могут колебаться в пределах VPD ∈ 

(0,1;2,5) кПа.  
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Для разработки математической модели растения, рассмотрим растение огурца, как 

черный ящик, а также рассмотрим вспомогательные коэффициенты, воздействующие на 

модель. Фотохимический квантовый выход флуоресценции Fv/Fm для здоровых растений 

считается в пределах ≈ 0,75–0,83. Под действием температурного и водного (через VPD / 

RH) стресса Fv/Fm снижается. Температурная реакция часто имеет максимум в некоторой 

оптимальной T и падает на холоде и на жаре (гауссовая/квадратичная форма). Примем 

распределение Fv/Fm в виде Гауссовой функции температуры.  

Влияние RH обычно опосредовано через VPD — низкая RH → высокий VPD → 

закрытие устьиц/стресс → снижение фотосинтетической эффективности и Fv/Fm. 

Вследствие чего получим следующую закономерность, описывающую зависимость 

значения квантового выхода флуоресценции от температуры и влажности в теплице: 

 0/ ( , ) ( ) ( ) ( ),m опт TF F T RH F F g T gS VPD = −    (3) 

где, F0 – базовое стрессовое значение флуоресценции, примем в диапазоне 

F0∈(0,15;0,45); Fопт – оптимальное значение квантового выхода флуоресценции, 

Fопт∈(0,75;0,83); gT(T) – температурная зависимость, в виде Гауссовой огибающей, 

которая выражается по следующей зависимости: 

 

2

2

( )
( ) exp( ),

2

опт
T

T

T T
g T



− −
=


 (4) 

где σT – стандартное отклонение в градусах Цельсия, или «ширина» чувствительности 

по температуре.  

В качестве оптимальной температуры примем из ряда [20] оптимальную тем-

пературу для огурца равную 24°С. Справедливо отметить, что в качестве темпера-

турного коэффициента T стоит брать температуру листа растения, это обеспечит большую 

достоверность математической модели, построенную на эмпирических данных. 

При σT=5°C, T=Tопт±σT, T∈(19;29)°C, а gT=e-1⁄2≈0,607,  

а при T=Tопт±2σT, T∈(14;34)°C, а gT≈e-2≈0,135. 

Весовой коэффициент gS(VPD) – характеризует зависимость проницаемости 

устьиц растения огурца обыкновенного (Cucumis sativus L.) от дефицита давления 

водяного пара. Проведя литературный обзор, мы не обнаружили работ, которые бы 

однозначно изучали зависимость квантового выхода флюоресценции в зависимости 

от дефицита водяного пара. При этом ряд работ демонстрируют, что продуктивность 

растений огурца в теплицах, основанная на недельном приросте массы, прямо 

пропорциональна влажности воздуха, вплоть до отметок 100% (в соответствии с 

рисунком 1) [21]. 

 
Рисунок 1 - Зависимость недельного прироста массы  

от относительной влажности воздуха [22] 
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Кроме того, в детальном метаанализе работы [22] была установлена эмпири-

ческая зависимость проницаемости устьиц для водяного пара (Scd) в зависимости от 

VPD, которая так же прямо пропорциональна доступности влаги в воздухе. Известно, 

что проницаемость устьиц тесно коррелирует с эффективностью фотосистем. В связи 

с этим мы приняли показатель проницаемости устьиц, как опосредованную метрику 

зависимости Fv/Fm от VPD и использовали значения Scd(VPD) приведенные к 

единице, в качестве весового коэффициента gS(VPD). В формуле 3, этот коэффициент 

отвечает за отклик Fv/Fm на изменение VPD. Таким образом, в соответствие с 

эмпирической формулой, Scd(VPD) рассчитывается как: 

 ( ) ln( ) ,cdS VPD m VPD b= −  +  (5) 

где параметры линейной модели m и b — являются эмпирически устанавливаемыми 

и зависящими от вида растения. В рамках нашей работы мы использовали средние 

значения этих параметров для травянистых растений из списка, приведенного в работе 

[22], в частности приняли m = 373 и b = 713. 

Соответственно весовой коэффициент gS(VPD) имеет вид: 

 
( ) ( )

( ) .
max( ( )) ( 0.1)

cd cd
cd

cd cd

S VPD S VPD
S VPD

S VPD S VPD
= =

=
 (6) 

В соответствии с рисунком 2 приведен график значений gS(VPD) в диапазоне 

VPD от 0.1 до 2.5. 

 

Рисунок 2 – Зависимость проницаемости устьиц от дефицита давления пара 

В рамках настоящего исследования растение рассматривается, как динами-

ческий объект управления с распределёнными физиологическими параметрами, 

поведение которого описывается в форме вход–выходной математической модели. 

Такой подход позволяет абстрагироваться от внутренней биохимической сложности 

фотосинтетических процессов и сосредоточиться на формализации отклика ин-

тегрального физиологического показателя на внешние управляющие воздействия, что 

соответствует задачам математического моделирования и автоматизации. 

Выполним моделирование для подтверждения адекватности разработанной 

математической модели. На основании вышеизложенных закономерностей реализуем 

математическую модель по принципу «черный ящик». В качестве входных данных 

определим ключевые параметры микроклимата: температуру в идеальном случае – 

листа растения, либо температуру воздуха, а также относительную влажность воз-

духа. На выходе матмодели получим распределение значений квантового выхода 

флуоресценции хлорофилла Fv/Fm для растения огурца обыкновенного. 
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Для динамического моделирования разработан шаблон модели, реализуемый 

на скриптовом языке программирования ngscript на платформе для разработки 

сложных технических систем Engee, включающий блок источников (T-температура, 

RH-относительная влажность), сама модель «fcn» по функции (2) и выходной блок 

«F» для подачи результатов моделирования в систему автоматического управления 

микроклиматом теплицы, как показано в соответствии с рисунком 3. 

 

Рисунок 3 – Реализация математической модели 

Для тестирования создан скрипт, реализуемый по зависимостям (1)-(6), орга-

низующий генерацию синтетических данных для огурца обыкновенного cucumis 

sativus. Результаты моделирования приведены в соответствии с рисунком 4 в трех-

мерной интерпретации. В модели сформированы синтетические данные для огурца 

обыкновенного на основе заданных исходные данных в виде констант:  

− оптимальное значение квантового выхода флуоресценции принято Fопт = 0,83; 

− базовое стрессовое значение флуоресценции F0 = 0,25; 

− оптимальная температура для выращивания огурца Tопт =24 °C,  

− диапазон температур в теплице σT = 5 °C; 

− коэффициент чувствительности значимости снижения отклика VPD b=713; 

− коэффициент настройки формы m = 373. 

Для построения визуализаций использовалась цветовая карта, где оптимальные 

значения Fv/Fm≈0.83 отображались зелёным, а стрессовые (<0.5) — красным. 

 
Рисунок 4 - Оптимальные синтетические кривые зависимости квантового выхода 

флуоресценции от температуры и относительной влажности для огурца обыкновенного 
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Заключение 
 

На основе предложенной аналитической модели была получена нелинейная зави-
симость фотохимического квантового выхода флуоресценции хлорофилла Fv/Fm от управ-
ляемых параметров микроклимата теплицы, выраженных через температуру воздуха и 
дефицит давления водяного пара. Модель формализует растение, как объект управления с 
измеряемой выходной переменной и позволяет анализировать чувствительность 
физиологического состояния растения к изменениям микроклиматических воздействий. 

Анализ полученной зависимости показал наличие области допустимых значе-
ний входных параметров, в которой значение Fv/Fm сохраняется вблизи эталонного 
уровня, соответствующего устойчивому состоянию объекта управления. Отклонение 
температуры воздуха от оптимального диапазона приводит к монотонному снижению 
выходной переменной, что обеспечивает возможность количественной оценки степе-
ни рассогласования между текущим и заданным состоянием объекта. 

Учет влияния относительной влажности воздуха через показатель дефицита 
давления водяного пара позволяет описывать влияние водного режима в рамках единой 
управляемой переменной. При увеличении VPD наблюдается снижение значения 
Fv/Fm, при этом характер зависимости сохраняет аналитическую гладкость, что важно 
для анализа устойчивости и чувствительности системы управления. Совместное расс-
мотрение температурного и влажностного факторов позволяет выявить области микро-
климатических режимов, приводящих к снижению значения выходной переменной, и, 
тем самым, потенциально опасные режимы функционирования объекта управления. 

Полученные результаты подтверждают, что предложенная модель обеспечи-
вает компактное и вычислительно эффективное описание объекта управления, отли-
чается аналитической формой, малым числом параметров и пригодностью для ис-
пользования в системах автоматического регулирования, ориентированных на стабили-
зацию физиологического состояния растений. Аналитическая форма зависимости и опти-
мальное число параметров позволяют применять модель для имитационного анализа 
режимов управления и при разработке цифровых двойников тепличных комплексов.  

Предложенная зависимость (2) может быть использована в качестве математи-
ческой основы для дальнейшего использования в области компьютерного моделиро-
вания работы автоматизированных систем управления технологическими процессами 
в качестве элемента, имитирующего объективную обратную связь от растения о его 
физиологическом развитии. Использование модели в системах климат-контроля 
позволит оптимизировать энергозатраты при поддержании микроклимата и повысить 
урожайность за счёт снижения стресса растений. Реализация предложенной матема-
тической модели в различных средах моделирования позволяет строить стратегии 
управления микроклиматом в теплицах и разрабатывать алгоритмы управления 
микроклиматом для встраиваемых систем и управляющих программируемых логи-
ческих контроллеров, реализующих функцию автоматического управления. 

Предложенная модель обладает универсальностью и может быть адаптирована 
для различных культур выращиваемых растений при корректировке ключевых 
параметров: Fopt, Topt, σT, m, b. 
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RESUME 
A. Y. Karpovsky, D. N. Kuznetsov, I. I. Strelnikov 
A Mathematical Model of the Dependence of the Quantum Yield of Fluorescence  
on the parameters of the microclimate in greenhouses 

The article is devoted to the problem of mathematical modeling of the photochemical 
efficiency of photosystem II of common cucumber (Cucumis sativus L.) plants using the 
chlorophyll fluorescence parameter Fv/Fm. The relevance is due to the need to formalize 
feedback from a biological object to create automated greenhouse climate control systems. 

The input parameters of the model are air temperature and relative humidity, integrated 
through the water vapor pressure deficit indicator (VPD). The methodological framework 
includes a Gaussian-type temperature dependence and an empirical dependence of stomatal 
conductivity on VPD, adapted to evaluate the Fv/Fm response. The model is implemented 
on the Engee platform (ngscript language). 

A nonlinear analytical model is obtained that formalizes a plant as a control object 
with a measurable output variable. The region of optimal microclimate values (T≈24°C, 
VPD ≈1.1 kPa), at which Fv/Fm ≈0.83, as well as a monotonous decrease in the indicator 
with a deviation of the parameters, is revealed. The computational efficiency of the model 
and its suitability for simulation analysis are demonstrated. 

The proposed model has an analytical form, a small number of parameters and versatility 
(adapts to different cultures). It is recommended for use in greenhouse climate control systems, 
digital counterparts of agricultural facilities and in the model-oriented design of automatic control 
algorithms in order to optimize energy consumption and reduce plant stress.

  

РЕЗЮМЕ 
А. Ю. Карповский, Д. Н. Кузнецов, И. И. Стрельников 
Математическая модель зависимости квантового выхода флуоресценции 
от параметров микроклимата в условиях теплиц 

Статья посвящена задаче математического моделирования фотохимической 
эффективности фотосистемы II растений огурца обыкновенного (Cucumis sativus L.) 
по параметру флуоресценции хлорофилла Fv/Fm. Актуальность обусловлена необхо-
димостью формализации обратной связи от биологического объекта для создания 
автоматизированных систем управления микроклиматом теплиц. 

Входными параметрами модели являются температура воздуха и относитель-
ная влажность, интегрированные через показатель дефицита давления водяного пара 
(VPD). Методическая основа включает температурную зависимость гауссовского типа 
и эмпирическую зависимость устьичной проводимости от VPD, адаптированную для 
оценки отклика Fv/Fm. Модель реализована на платформе Engee (язык ngscript). 
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Получена нелинейная аналитическая модель, формализующая растение как 
объект управления с измеряемой выходной переменной. Выявлена область оптималь-
ных значений микроклимата (T≈24°C, VPD ≈1.1 кПа), при которых Fv/Fm ≈0.83, а 
также монотонное снижение показателя при отклонении параметров. Продемонстри-
рована вычислительная эффективность модели и её пригодность для имитационного 
анализа. 

Предложенная модель обладает аналитической формой, малым числом пара-
метров и универсальностью (адаптируется под разные культуры). Она рекомендуется 
для использования в системах климат-контроля теплиц, цифровых двойниках агро-
объектов и при модельно-ориентированном проектировании алгоритмов автомати-
ческого управления с целью оптимизации энергозатрат и снижения стресса растений. 
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